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REGRESSIONSANALYS FOR F D STATISTIKSTUDERANDE

Detta ar en kurs i regressionsanalys i forsta hand for hand-
ldggare vid Statistiska centralbyrédn. Ndrmare bestamt forut-
sdtts kursdeltagaren ha last statistik vid universitetet
och 1drt sig den statistiska inferensens grunder. Ddremot
behover han/hon inte ha specialiserat sig pd regressions-

analys.

Kursen betonar inte den formella statistiska inferensen

inom regressionsanalysen. Kursen uppehdller sig i stdllet

vid ett antal deskriptiva aspekter pd regressionsanalysen.

Sex kapitel av sju sysslar med regressionsanalysens modell-
fria, deskriptiva egenskaper. Denna inriktning hos kursen
motiveras av tvd Overtygelser hos forfattaren. Den ena ar

att det oftast ar i de deskriptiva aspekterna pd valet av
analysansats, som regressionsanalysens anvandare begdr fel

och behover hjalp. Den andra Gvertygelsen ar att traditionell
framstdllning av regressionsanalysen Overbetonar de matematiskt
eleganta inferensaspekterna pd bekostnad av de mindre
fascinerande men i praktiken viktigare deskriptiva aspekterna.

Det foreliggande kursmaterizalet bor kompletteras med enkla

raknecvningsuppgifter, som kan losas utan dator.
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1 REGRESSIONSKOEFFICIENTER VID ENKEL LINJAR
REGRESSION

1.1 Anpassning av r&t linje medelst minstakvadrat-
metoden

Betrakta ett vanligt rdtvinkligt koordinatsystem i planet,
med X pd den vagrdta axeln och Y pd den lodr&ta. En rat
linje i planet kan betecknas p& (bland annat) f&ljande sitt:

Y = A + BX,

dir (A,B) &r ett par av konstanter, som bestdmmer linjens

ldge i planet.
De bdda konstanternas inneb&rd &r fdljande.

tangens for linjens lutningsvinkel,

i}

linjens hdjd 6ver X-axeln i den punkt ddr X=0

b=
]

Varje icke lodrdtt linje i planet kan anges entydigt medelst

konstantparet (A,B).

Exempel 1.1, En rdt linje g&r genom punkterna (X,Y)=(4,3)
och (X,Y)=(12,5). Se figur 1.1!

Tangens f&r lutningsvinkeln &r (5-3)/(12-4)=1/4. D&r

X=0 pd Tinjen &r Y=2, Linjen kan saledes tecknas

Y =2 + (1/4)X.



Figur 1.1
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Betrakta n observationer (Xi’Yi)’ i=1,...,n i tvd variabler
X och Y. Varje observation representeras av en punkt (X?Yi)

i koordinatsystemet.

Betrakta tva eller flera rdta linjer. Vilken linje stimmer

bdst med observationerna? Rimligen den dadr summan av observa-
tionernas avstadnd fran linjen &r minst. Men hur ska man mita
avstandet fran en punkt till en linje? | vanlig regressions-

analys mdter man avstandet lodritt, parallellt med Y-axeln.

Betrakta linjen Y=A+BX och punkten (Xi’Yi)' Den punkt pé

linjen, som ligger lodrdtt &ver eller under (xi’Yi)’ betecknas

(X.,¥.) dir Y. = A4BX..
Avstandet fré&n punkten till linjen &r
E. = Y.-Y

som dr positivt om punkten ligger ovanfdr linjen och negativt

om den ligger under.

Tre matt p& anpassning ska nu kort diskuteras. Det fdrsta

3r summan av avstanden



Detta matt har inget minimum, och det &r 0 f&r flera olika

linjer.

Det andra mdttet 3r summan av de absoluta avstanden

Detta matt har ett minimum. Men det ir matematiskt mindre
ldtthanterligt dn det tredje mattet, som &r summan av de

kvadrerade avstanden

n R
Do(v-v)?

. i
i=1
Detta &r det matt, som anvdndes inom regressionsanalysen.
Exempel 1.2, Det finns tre punkter:

(x1,vl) = ( 4,3) ,

(X,,Y,) = (8,7)

X,,Y,) = (12,
(X;,%;) = (12,5)
Vilken av f&ljande tvd linjer passar bdst?

3+ (1/L)x ,

—
=<
1]

~<
Il

1+ (1/2)X .

POX. Y. ?i(Ll) E (L) Y (L) E (L)

1 L3 4 -1 3 0
2 8 7 5 +2 5 +2
3 12 5 6 =1 7 ~2




Summan av avstanden dr 0 f&r bada linjerna. Summan av
de absoluta avstdnden &r 4 f&r b&da linjerna. Summan
av de kvadrerade avsténden &r 6 f&r L, och 8 for L.

Se ockséd figur 1.2!

Enligt bade det fOrsta och det andra mdttet 4r sdledes
L1 och L2 likvdrdiga. Men enligt det tredje mittet stim-
mer L] battre med data &n L2 gbr. Kanske finns det n&gon
annan linje som enligt det tredje mattet stdmmer dnnu

battre med data?

Regressionsanalysen till3mpar minstakvadratprincipen, som
sdger att den linje &r bdst, for vilken summan av de kvadrerade
lodrdta avstdnden 3r minst. (Med ''lodrit'' menas d& egentligen

"i Y-riktningen''.)

Ur minstakvadratprincipen f8ljer matematiskt att det talpar
(A,B), som bestimmer den bista linjen, kan 18sas ut ur ett
linjdrt ekvationssystem, vars koefficienter &r funktioner av
data (xi’Yi)’ i=1,...,n. Ekvationssystemet kallas normal-

ekvationerna.



Beteckningar. | fortsdttningen betecknar X alltid medel-

vdrdet av observationernas X-virden, dvs

X =1
n

Vidare anvdnds I utan index och grdnser som kort beteck-

ning fér summan &ver i fradn 1 till n.
Om rdta linjen tecknas Y=A+BX, &r normalekvationerna

n A+ (EX)B = IY

2)

(zX)A + (ZX°)B = IXY

Normalekvationernas 15sning (A,B) kallas regressionskoeffici-

enter,

Man kan visa att fo6ljande gdller.

2(X-X) (Y-¥) /2 (x-%) 2

Exempel 1.3. Samma tre observationer som i exempel 1.2.

X=8, Y=5.
2 - -
i X, Y, (X.=-X)° (X, =X)(Y.-Y)
1 3 16 +8
2 7 0 0
3 12 5 16 0
24 15 32 +8

B = 8/32 = 1/h. A = Y-BX = 3.

Minstakvadratlinjen &r Y =3 + (1/4)X. Se figur 1.2!



1.2 Tvé former f&r rita linjens ekvation

o

En r&t linje i planet kan betecknas pd mer 3n ett sdtt. Lat
X vara en konstant. (! praktiken viljer man alltid X lika
med medelvdrdet av X-v3rdena hos n givna observationer
(Xi’Yi)’ men det som sdgs i detta avsnitt 1.2 gdller f&r god-

tyckligt X och fdrutsitter inte att det finns ndgra data.)
Givet X giller:
Varje icke lodrdt linje i planet kan skrivas

Y =C + D(X-X) ,

dir konstantparet (C,D) entydigt bestZmmer linjens l3ge i

planet. De b&da konstanternas inneb&rd &r f&1jande.

D = tangens f&r linjens lutningsvinkel,

linjens h&jd Gver X-axeln i den punkt d&r X=X.

(ep]
it

Exempel 1.4. Den r3ta linjen i exempel 1.1 gar genom
punkterna (X,Y)=(4,3) och (X,Y)=(12,5). Tangens f&r
lutningsvinkel &r 1/4 som i exempel 1.1. Vilj X=8

(= medelvirdet av de nimnda X-virdena). Dir X=X p3
Tinjen &r Y=4. Linjen kan s3ledes tecknas

Y =4 o+ (1/4) (X=X) dir X=8.
Se figur 1.3!

Figur 1.3
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Varje rdt linje skriven pd formen Y = A+BX kan f&r givet X

skrivas om
Y = (A+BX) + B(X-X) ,
dvs p3 formen Y = C+D(X-X), d&r

D =8B och
A+ Bi .

(en]
]

Omvint kan varje rit linje Y = C+D(X-X) skrivas om
Y = (C-DX) + DX ,
dvs pad formen Y = A+BX, dir

B =0 och
C - DX .

>
1

De badda skrivsitten dr alltsd likvirdiga och ir omvindbart

entydigt dversdttbara i varandra f&r varje valt virde pd X.
1.3 Normalekvationerna i avvikelseform

Betrakta &ter n observationer (Xi’Yi)’ i=1,...,n med X-medel-
virde X. Minstakvadratmetoden letar upp den rdta linje, som
stdmmer b3st med data i den meningen att summan av de kvadre-
rade Y-avvikelserna minimeras. Man kan matematiskt bevisa

att 18sningen &r entydig: det finns en och endast en sadan

Regressionsltinjen kan skrivas Y = A+BX f&6r ett entydigt
konstantpar (A,B), som kan beriknas ur normalekvationerna

i slutet av avsnitt 1.1 ovan.

Regressionslinjen kan alternativt skrivas Y = C+D(X-X) f&r

ett entydigt konstantpar (C,D). Man kan kalla detta att

X hdr upptrdder bara som avvikelse fréan sitt medelvdrde &ver
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observationsmingden. Konstantparet (C,D) kan 138sas ut ur

ett motsvarande alternativt normalekvationssystem, som ser

ut s& h3r:

nC =Y

5 (X=X) (Y-Y)

R
L)
]

Hogerledet i andra normalekvationen kan ocksd skrivas z(X=-X)Y.
Detta nya normalekvationssystem kallas normalekvationerna
i avvikelseform. Regressionskoefficienterna, som hor till

det alternativa skrivs3ttet, &r

C=Y och
D=8,
ddr B &r som i slutet av avsnitt 1.1 ovan. Man brukar d3rfoér

skriva regressionsekvationen i avvikelseform
Y =Y + B(X-X) ,

dar

B = £(X-X) (Y-¥) /% (x-%)2

Regressionslinjens l&ge i planet givet X best3ms entydigt
av koefficientparet (Y,B), som &r tvd givna funktioner av

data.
1.4 Regressionsanalys som asymmetrisk utjémning

Man talar ofta om regressionsanalysen som ett sitt att studera
'sambandet mellan variablerna X och Y'. Det &r d& viktigt att
notera att regressionsanalysen inte behandlar de bada variab-
lerna symmetriskt. Avstdndet mellan punkt och linje mits
lodrédtt, parallellt med Y-axeln, och dirmed &r symmetrin

bruten.



i1

Asymmetrin syns ocksa pd formeln f&r regressionskoefficien-
ten B. Om man 1&ter X och Y byta roll och g¥r '"likadant fast

tvdrtom'', s& far man inte samma rdta linje.

Den regressionslinje, som har harletts h&r, gdiler ''regres-
sionen av Y pa X'". Man kallar X den oberoende variabeln
eller (hellre) foérklaringsvariabeln. Man kallar Y den be-

roende variabeln eller (hellre) den analyserade variabeln.

Regressionsanalysens statistiska teori utgdr frén ungefir

foljande sdtt att resonera.

Till varje vdrde pd variabeln X hdr ett (i n&gon mening)
"korrekt'' vdrde pd Y. Dessa Y-vdrden &r en linj&r funktion

av X-virdena s§ att Y=A+BX f&r ndgot konstantpar (A,B).

Observationerna, som man har, avspeglar hur Y 'beror pd' X
men &r stdrda pd sd sdtt att de observerade Y-virdena &r

beh&ftade med ''fel''. D3remot &r de observerade X-vardena

felfria.

F6r att fdrsdka fénga in den "korrekta'' sambandsekvationen

ersitter man de observerade Y-v3rdena med berdknade Y-v3rden

som ligger pd den r&ta linje, som minstakvadratmetoden be-

stammer givet de data man har.

De bersknade Y-virdena uppvisar den regelbundenhet (det

linjdra samband med X), som de observerade Y-virdena ''borde"

uppvisa men inte gor.

Framstdliningen h&r ovan av de teoretiska utgdngspunkterna
dr avsiktligt vag. Fdr att f& en statistisk teori mdste man
precisera sig b&dttre. Man kan precisera sig olika mycket

och bygga in olika starka model Ifdrutsdttningar. Ju starkare
matematiska antaganden man gdr, desto mer omfattande mate-
matisk-statistiska slutsatser kan man dra. Men priset 3r en

Skande risk att antagandena &r i praktiken orealistiska.
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Regressionskoefficienters medelfel och signifikans dr begrepp,
som dr meningsfulla endast om man g&r ganska omfattande
modellantaganden. Den hdr kursen handlar huvudsakligen om

sddana egenskaper hos regressionsanalysen, som foljer av
minstakvadratprincipen och inte kraver ndgra modellantaganden.
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2 RESIDUALER OCH KVADRATSUMMOR VID ENKEL LINJAR
REGRESSION
2.1 Uppdelning av observationsvektorn

Betrakta ett givet observationsmaterial (Xi‘Yi)’ i=1,....,n och
den medelst minstakvadratmetoden anpassade r&ta linjen for

regressionen av Y pa X. Linjen skrivs i avvikelseform

Den gar genom punkten (i,?) och har lutningskoefficienten B.
(Symbolen Y i ekvationens vdnsterled ska inte uppfattas som
''vdrdet av en observation vilken som helst'' - dessa vdrden
ligger ju inte pa linjen. Symbolen stdr h3r f&r den mate-
matiska variabeln Y i (X,Y)-koordinatsystemet och har inte
med data att gbra. Beteckningssdttet &r en aning fdrvirrande

men dr fast etablerad praxis.)

De n observerade Y-vdrdena kan sammanfattas i en observa-

tionsvektor

Regressionstinjen bestdmmer f8r varje observation ett ndrme-

vidrde



Dessa kan sammanfattas | en n3rmevirdesvektor och en residual-

vektor
- - .
Y] E]
Y2 E2
Y = E =
§n E.
L " J

Observationsvektorn dr summan av ndrmevdrdesvektorn och

residualvektorn

Regressionsanalysen bestdmmer uppdelningen av observationerna
i tvd delar s& att delarna har f8ljande tre egenskaper. L3gg
marke till att egenskaperna inte gdller den enskilda observa-

tionen utan hela vektorn.

(1) NZrmevirdenas medelvirde &r lika med de observerade Y-

viardenas medelvirde.

Dessa bada egenskaper f3ljer direkt ur varandra.

(3) Korrelationen mellan forklaringsvariabeln X och residualen

E 3r noll. Korrelationskoefficientens tdljare &r
2(X,-X) (E,-E) = £(X,~X)E; = (X,-X) (Y,-V-B(X;-X)) = 0;

sista ledet f&ljer ur normalekvationen f&r B.
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taganden darutdver. Omvdndningen gdller ocksd. Residualer
som uppfyller (2) och (3) implicerar regressionskoefficienter

som satisfierar minstakvadratmetodens normalekvationer.

Beteckningar. | fortsdttningen betecknar A, B, Y och E

endast regressionskoefficienter, nidrmevdrden och residualer
berdknade enligt minstakvadratmetoden, inte analoga

kvantiteter for andra linjer &n regressionslinjen.

Exempel 2.1. Regressionen av Y p& X berdknas f&r de

sex observationerna i f&1jande tabell.

XY XX v-¥ (x-X)% x-0(-¥) Y E (x-X)E

1 6 1 -4 -3 16 +12 2 -1 +4
2 y 2 -6 -2 36 +12 1 +1 -6
3 12 4 +2 0 4 0 5 -1 -2
4 10 4 0 0 0 0 4 0 0
5 14 6 +4 42 16 +8 6 0 0
6 14 7 +4 43 16 +12 6 +1 +4
T 60 24 0 0 88 +44 24 0 0
X =10, Y = 4, B = +44/88 = 1/2.

Regressionslinjen &r Y = 4+3(X-10) som ocksd kan skrivas
Y = -1+3X. Minstakvadratmetodens tre egenskaper verifieras.

Se ocksd fiqur 2.1!

Figur 2.1
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2.2 Uppdelning av avvikelsekvadratsumman

Regressionen av Y p& X kan betraktas ocksd pa f&ljande sdtt.
FS8rst har man ett observationsmaterial Yi’ i=l,...,n. Varia-
tionen mellan observationerna mdts av summan av de kvadrerade

avvikelserna fran medelvirdet

SST = Z(Yi-Y

ddr SST betyder ''sum of squares, total''.

Sedan infdr man en fdrkiaringsvariabel X och berdknar regres-
sionen av Y pd X. D& far man ndrmevdrden och residualer.
Variationen mellan ndrmevidrdena Yi mats av summan av de

kvadrerade avvikelserna fran medelvirdet

SSR = z(?i—?)z

dir SSR star for "'sum of squares, regression'’. P& svenska
brukar man kalla SSR den fdrklarade kvadratsumman eller

regressionskvadratsumman.

Den efter regressionsanalysen dterstdende ofdrklarade varia-

tionen mits av residualernas {avvikelse-)kvadratsumma

SSE = ZE%

ddr bokstaven E syftar pd beteckningen Ei' Denna kvadratsumma

heter residualkvadratsumman.

Ur minstakvadratmetoden f8ljer matematiskt att
SST = SSR + SSE.

Regressionsanalysen delar saledes den totala Y-variationen
i tvad delar, den férklarade kvadratsumman och residualkvadrat-

summan.
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Exempel 2.2, De tre kvadratsummorna berdknas f&r data

i exempel 2.1,

oYY Y- B (v-7)2 (?-V)Z £2
1 -3 -2 -1 9 A 1

2 -2 -3 41 4 9 1

3 0 +1 -1 0 1 1

4 0 0 0 0 0 0

5 +2 +2 0 4 4 0

6 +3 +2 +1 9 L 1

X 0 0 0 26 22 L

SST = 26, SSR = 22, SSE = L4,

Kvadratsummeuppdelningen SST = SSR + SSE verifieras.

P4 ett mer abstrakt matematiskt sprak kan kvadratsummeupp-
delningen karakteriseras som f&ljer. Beskrivningen torde
vara intuitivt tilltalande dven f&r den som inte i grunden

férstar den.

Observationsvektorn Y delas f&rst upp i en medelvdrdesvektor
M, vars element alla 3r lika med Y-medelvirdet Y, och en

observationsvektor i avvikelseform y.

Observationsvektorn i avvikelseform y delas av regressions=-
analysen upp i en nidrmevirdesvektor i avvikelseform y och
residualvektorn E, som redan &r i avvikelseform, och som

vi diarf6r hir alternativt betecknar e.

Y=M+y, Y=Y +e;
Y

=M +y +e.

Ndrmevirdesvektorn i avvikelseform och residualvektorn &r
p g a minstakvadratmetoden inb&rdes ortogonala (och p g a
definitionen av ett medelvirde ortogonala mot medelvdrdes-
vektorn). Pythagoras' sats &r till3mplig. Den ger kvadrat-

summeuppdelningen SST = SSR + SSE.
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2.3 Determinationskoefficienten

Betrakta ett givet bivariat observationsmaterial och den
medelst minstakvadratmetoden anpassade regressionslinjen
Y p& X. Denna linje &r den som stdmmer bdst med data. Hur
bra stdmmer den? Eller omvint, hur bra stidmmer data med en

rdt linje? Hur ndra 1injdr &r punktsvdrmen?

Regressionen delar den totala kvadratsumman i tva delar,

SST = SSR+SSE. Graden av anpassning till en rdt linje méts

i regressionsanalysen av den andel av SST, som den f&rklarade
kvadratsumman SSR utgdr. Denna kvot kallas determinations-
koefficienten och tecknas RZ. Man brukar skriva den som ett

minus den andel av variationen, som residualkvadratsumman

SSE utgdr.
2
22 g L SSE_ M

SST E?Y::$;7

Determinationskoefficienten tigger mellan 0 och 1 och kan
antaga bada dessa vidrden. R2=l om och endast om punkterna

ligger exakt p& en (icke lodrdt) rit linje.
Exempel 2.3. Samma data som i exempel 2.1 och 2.2.

2 . 4
R™ =1 - 7 = 0,846

J&mf&r ater figur 2.1!
2.4 Regressionsanalys som férklaring av skillnader

Regressionsanalys anvdnds ofta for att forklara en variabel
Y i termer av en annan variabel X. | vad man och i vilken
mening en variabel egentligen kan fdrklara en annan variabel
dr en svar fraga, som vi tillsvidare f&rbigar. Men givet att
en sddan fdrklaring alls &r mdjlig och meningsfull, s& &r

f6ljande resonemang vidrt att beakta.
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Regressionsanalysen f&rklarar inte nivan hos den analyserade

variabeln Y. Regressionsekvationen

sdger om genomsnittsnivan hos ndrmevdrdena Y bara att den &r
som den 3r d3rfdr att genomsnittsnivan hos observationerna
Y dr som den dr. Detta &r en forklaring av Y i termer av

Y och fdga upplysande.

Regressionsanalysen forklarar ddremot skillnaderna i Y-vdrde
mellan ett godtyckligt par av observationer. Tvd observa-

tioners narmevarden Yi och ?j skiljer sig med en kvantitet

Yi-YJ. = B(Xi-XJ.)

som &r en f&r alla par gemensam faktor B ganger skillnaden
i X-vdrden. Detta 3dr en forklaring av skillnader i analys-

variabeln Y i termer av skillnader i fdrklaringsvariabeln

X och 3r inte trivialt.

mellan observationer. Det &r f&ljaktligen ocksd en fdrkiaring
av variationen mellan observationerna.

Observationerna antages vara stdrda sd att de observerade
virdena Yi avviker fran den r3ta linje de egentligen skulle
ligga pa. Regressionsanalysen rdknar approximativt bort
stdrningen och far kvar n3rmevirdena ?i. Variationen mellan
dessa, den f&rklarade kvadratsumman SSR, &r den del av total-
variationen SST som kan tillskrivas forklaringsvariabeln.

Relationen

ssk = $(-1)2 = B2z (x-K)2
forklarar (den utjsmnade) variationen hos analysvariabeln
Y i termer av variationen hos forklaringsvariabeln X. For-

klaringsvdrdet &r andelen R2 av hela variationen hos analys~-

variabein Y.
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2.X Bevis (Bverkurs)

Residualen dr E = Y-Y-B(X-X).

Avvikelsen fran en godtycklig annan r&t linje kan tecknas

U:

dar (aY,

Y- (Y+AY) - (B+aB)(Y-Y)

4B) # (0,0).

Avvikelsekvadratsumman &r

ZUZ

- zf—Y—(\—HA\?) - (ms)(x-iﬂz -

11

Z[E - AV - As(x-i)]z -

sE2 + n (692 + (18)25 (x-%)? -

b

- 2(AY)SE - 2(aB)E(X-X)E +
+ 2(aY) (AB)z(X-X) =

- 3E2 +

2 =y 2

fn?% + )2 T (x-X)

De tre dubbelprodukterna 3r 0 p g a (2) och (3) i avsnitt

2.1 och definitionen av en avvikelse fran ett medelvirde.

Vi ser att

ZUZ

> ZE2

med 1ikhet om och endast om AY = AB = Q.

(Fallet z(x—>'<)2

= 0 8r ett urartningsfall, d&

regressions-

analysen inte fungerar normalt. Alla X-vdrden ir | detta

fall lika.)
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3 FORUTSATTNINGSNIVAER OCH TOLKNINGSNIVAER

3.1 Tre fBrutsittningsnivaer vid regressionsanalys

En i sak meningsfull regressionsanalys bestdr inte av data,
berdkningsférfaranden och berdkningsresultat. D&r maste ocksd
ingd fdrutsdttningar, som handlar om datas innebdrd. Utan sddana
férutsdttningar 3r berdkningsresultaten inte tolkbara, och heia
analysen utartar till ren formel- och sifferexercis utan sak-

innehill,

Man kan sdrskilja tre olika nivaer av fdrutsdttningar for
regressionsanalys. Den f&rsta nivan innehdller ett absolut
minimum av f8rutsdttningar och medger ett absolut minimum av
tolkning av analysens resultat. Den andra nivan l&gger till fler
férutsdttningar och medger mer innehdllsrik resultattolkning.
Den tredje nivan innehdller dnnu mer fBrutsittningar och tolk-

ningsmdjligheter.

trycks i termer hdmtade fran en teori om de fenomen, som studeras

med hjdlp av de data som analyseras.

Man kan tdnka sig en analys av data som utesluter de statistiska
f8rutsdttningarna, men i s& fall inte en regressionsanalys. Den
andra f8rutsdttningsnivdn innehdller n&mligen de f8rutsdttningar,

som 8r specifika f8r regressionsanalysen.
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Exempel 3.1. F&ljande data f8religger.

i X Y i X Y

1 10:00 3:20 6 10:00 2:00
2 12:00 2:85 7 7:50 2:10
3 7:50 2:50 8 7:50 6:05
4 10:00 4:90 9 12:50 3:30
5 8:00 1:60 10 5:00 0:00

Observationerna &r tio utlottade barn i en f&rstaklass i
Z-skolan. Variabeln X uppges mdta veckopengen och variabeln

Y utgifterna for godis, i bdda fallen f8r vecka V a&r A,

(1) MinimifSrutsdttningarna. Data &r korrekta. Alla som har
sysstat med statistisk datainsamiing vet att detta inte &r

sjadivklart.

(2) Statistiska f&rutsdttningar. Virdet Y. kan betraktas som
utfallet av en slumpvariabel, vars vidntevirde dr en linj&r
funktion av vdrdet Xi’ och alla tio barnen f6ljer en och

samma linjdra funktion,

(3) Kausalf8rutsittningar. Det finns ett orsakssamband mel-
lan variablerna. Veckopengens belopp &r orsaken och godis-
utgifterna 8r verkan. Om X dndras, s& #ndras (vintevirdet

f&r) Y enligt den gemensamma rita linjen.

(1) Minimiférutsittningarna sdger att data 3r vad det utges for
att vara., Mdtfel fOrekommer inte, utom om de kan rdknas in under
de siumpfel, som n&sta fdrutsdttningsnivd till stor del handliar

om.

(2) De statistiska fdrutsdttningarna &r av teknisk natur. Vi

dterkommer till dem.

(3) De kausala f&rutsittningarna sdger att varje observation
aterspeglar ett f&r alla observationerna gemensamt orsakssamband,
ddr forklaringsvariabeln X &r eller miter orsaken och analys-

variabeln Y ir eller mi3ter verkan. Det behSver inte vara sd att
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utredaren sj8lv kan v8lja eller ens paverka X. Men hur &n X
best¥ms, sd pdverkar X i sin tur Y, och det 8r denna pdverkan,

som regressionsanalysen formulerar, uppskattar och tolkar.

Regressionsanalysens statistiska fGrutsdttningar har utvecklats
av forskare som har anvlnt regressionsanalys inom sd olika
forskningsomrdden som astronomi (mitfelsteori) och vixtfdrad-
ling. De &r mest naturliga | situationer ddr man kan experimen-
tera med X f&r att aktivt studera hur Y paverkas. Men de anvinds

ocksd mer allmint.

De statistiska f&rutsdttningarna kan vara mer eller mindre om-

fattande. Ett minimum &r f&ljande.

For varje observation "i'' g&dller att Yi ar utfallet av en slump-
variabel, som ocks& brukar betecknas Yi {en f&rvirrande men vil
etablerad praxis). Alla andra kvantiteter dr eller kan betraktas

som icke-stokastiska konstanter. Slumpvariabeln Y, har ett vinte-

E(Yi) = a + B)(i

vars parametrar (o, B) 8r givna ok#nda konstanter som &r gemen-

samma f8r samtliga observationer ''i'',

Vidare gdller att varje Yi har dndlig varians. Slutligen g&ller
att den mot observationsvektorn Y svarande vektorn av slump-

variabler

har en n-dimensionell sannolikhetsf&rdelning utan matematiska

konstigheter.



Ur dessa minimala statistiska f&rutsidttningar fdljer att regres-

sionskoefficienterna
(A,B) eller (Y,B)
3r ett par av slumpvariabler, vars vdntevdrden &r

E(B)
E(A)

]

B,
a eller E(Y) = a + B8X.

i

Koefficientparet (A,B) - eller (Y¥,B) - har en bivariat sanno-
likhetsf8rdelning. Ju mer man fdrutsdtter om fbrdeliningen for

Y, desto mer f&ljer om deras f6rdelning.

Det &r brukligt att gdra sadana statistiska antaganden ut8ver
de minimala att man ur data kan uppskatta variansen f&r var och
en av regressionskoefficienterna. Man kan da f6r det fdrsta

uppskatta parametern B medelst punktestimatorn
B = est(g),

och f6r det andra ocksd uppskatta denna skattnings os3kerhet

medelst en annan estimator, 14t s&ga
est(var(B)),
som kan berdknas ur data.

En mycket viktig fraga &r om de fdrutsidttningar, som man gdr,
gdller enbart for de observationer ''i'', som man har, eller mer
generellt. | det senare fallet, hur generellt? Vi uppskjuter
diskussionen av denna i praktiken helt avgdrande frdga till

avsnitt 4.b4,
3.2 Tre motsvarande tolkningsnivaer
Statistiska data och ber3knade kvantiteter talar inte f&r sig

sjdlva. De madste tolkas. Hur innehd11srikt de kan tolkas beror

pd hur starka fdruts3dttningar man vdgar gdra. Enbart data ger
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inga tolkningar, men data plus fdrutsdttningar utgdr tillsammans
tillrdckligt logisk grund f&r tolkning. Tolkningens riktighet
star och faller med f8ruts&ttningarnas riktighet.

Mot var och en av de tre fSrutsdttningsnivderna i fSregdende
avsnitt svarar en tolkningsnivd, som anger hur innehdllsrika
tolkningar man har (givit sig) sk3l att gdra. De tre tolknings-

kausala eller saklogiska.

(1) MinimifSrutsdttningarna medger deskriptiv tolkning. Regres-
sionslinjen och determinationskoefficienten beskriver det givna
observationsmaterialet; arten och graden av samband hos de givna
data. Man har inte fog f&r n3gra tolkningar som gar utdver de

givna data, varken till andra data eller till nagra ''varfdr'.

Den deskriptiva tolkningsnivadn kan f8refalla torftig. Men den &r
dndd inte alltid ointressant. Den h&r kursen handlar till mycket

stor del om tolkningar pa denna blygsamma niva.

(2) Statistiska f6rutsdttningar motiverar statistiska tolkningar.
De berdknade regressionskoefficienterna &r estimat av motsvarande
parametrar i modellen. Estimatens os3kerhet kan (oftast) ocksa
bergknas, sd att estimaten kan kompletteras med medelfel. Om de
statistiska fOrutsdttningarna &r tillrdckligt omfattande, finns
det ocksd grund f8r sddana statistiska fdrfaranden som intervall-
estimation och hypotesprdvning. Man kan till exempel ange ett
konfidensintervall f&r parametern B8 eller testa hypotesen att

B = 0. Sadan hypotesprdvning kallas ibland signifikanstestning;

skiljer sig det ber3knade B signifikant fran noll?

(3) Kausalf®rutsittningar motiverar kausaltolkning, orsakstolk-
ning. F6r det mesta g&r man samtidigt bade statistiska och
kausala fOrutsidttningar. De statistiska fGrutsdttningarna &r av
formell natur. De handlar om en modell, som man v3ljer att an-
sdtta. Men de kausala fdrutsidttningarna handlar om verkligheten
sjdlv. De anvindes f&r att underbygga en slutsats, som ocksd

galler verkligheten sjdlv.
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Antag att regressionslinjen vid regression av Y pa X blir

Y =10 + 0,3X, RZ = 0,92,

och att koefficienten B = 0,3 &r signifikant skild fran noll.

En omfattande orsakstoikning skulle dad vara f&ljande.

(a) Det finns ett linjirt orsakssamband mellan X och Y, vilket

svarar f8r 92 % av variationen i Y i detta material.

(b) F8rklaringsvariabeln X pdverkar Y s& att en enhets &ndring

av X f&rorsakar att Y 3ndras med 0,3 enheter.

Det &r mycket viktigt att komma ihdg att orsakstolkningarna pa
den tredje tolkningsnivan inte f81jer matematiskt-logiskt ur
enbart de matematisk-statistiska f8rutsdttningarna pa den andra

tolkningsnivan,

Exempel 3.2. Samma data som i exempel 3.1

Regressionsekvationen och determinationskoefficienten be-

rdknas. Se figur 3.1!

Data och regressionslinjen ritas pad millimeterpapper.
Se figur 3.2!
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Figur 3.2
Data och regressionsiinje till exempel 3.1-3.2.
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(1) Deskriptiv tolkning.
Regressionslinjen &r
Y = 0,483 + 0,263X.
Determinationskoefficienten &r 0,13,
Ndrmevdrden och residualer 3r som anges i figurerna 3.1
och 3.2.
Kommentar: d&lig anpassning.
(2) Statistisk tolkning.
Model lekvationen

E(Y) = o + BX

uppskattas till Y = 0,483 + 0,263X. Slumpvariationen kring

linjen &r betydande.
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(Man kan testa hypotesen H:B8 = 0. Det visar sig att
regressionskoefficienten B inte &r signifikant skild frén
noll.)

(3) Orsakstolkning.

I: Utan signifikansprdvning.

Veckopengen X padverkar godisinkdpen Y. En 8kning av X med

1 krona medfdr en genomsnittlig 8kning av Y med drygt 26 &re.

I't: Med signifikansprdvning.

Orsakssamband kan inte pavisas rdda mellan veckopeng och

godisinkdp.

De tre tolkningarna &r innehdllsligt mycket olika. Som exempel
3.2 visar dr dessutom varken den statistiska tolkningen eller
orsakstolkningen nddvidndigtvis entydig. Tolkningen beror, for-

utom pad tolkningsnivan, p& vilka fragor man vdljer att ta upp.

Varje tolkningsnivd medger vissa frdgor, som kan stdllas till
data. Man behBver inte stdlla alla frdgorna. Utan fragor &r

data stumma. De talar inte f8r sig sjdlva.
3.3 Tre grader av statistiska forutsdttningar

Det finns statistiska standardf8rutsidttningar fér linjar
regressionsanalys. Dessa kan delas upp i tre delar, som hdr
kommer att kallas ''grader'. De minimala statistiska fOrutsdtt-
ningarna i avsnitt 3.1 oven omfattar fO8rsta graden plus lite-

grann fradn andra graden.

(1) F6rsta graden av de statistiska standardfdrutsdttningarna

handlar om v3ntevirden.

FGr varje observation ''i'' g8ller att analysvariabeln Yi ar en
slumpvariabel vars vantevdrde &r en linjdr funktion av f&r-

klaringsvariabeln Xi’
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E{Y.) = o + BX., i=1,..0.0,0.
Parametrarna (o, £) &r gemenzamma f&r samtliga observationer.

Man brukar skriva f@rstagradsfdrutsittningarna i termer av en
slumpvariabel e, som 3r skillnaden mellan faktiskt och f8rvéntat
virde pd slumpvariabeln Yi' Fdrstagradsf8rutsdttningarna lyder

da:
Yi = o + BX. + €1 E(Ei) = 0, i=1,....,n.
Vi anvdnder 1 fortsdttningen detta skrivsdtrt.

(2) Andra graden av de statistiska standardfSrutsittningarna

handlar om varianser och kovarianser.

F&r varje observationer 1" galler att variansen f&6r analys-
variabeln Yi:s avvikelse frin det av Xi bestdmda vdntevirdet

ir en (okind) konstant 02

Var(ei) = 62, =1, ....,0.

F6r varje par av tva observationer "'i'' och "j'" g¥ller att
kovariansen mellan Yi:s och Yj:s avvikelser fr&n vintevirdena

ar noil.

Cov(ei, ej) =0, i #j, i=1,..0.. ,N, § = 1,...,n.
Férsta och andra graden av standardf8rutsdttningarna medger
statistiska slutsatser om vintevBrden, varianser och kovarians

f&r regressionskoefficienterna (A,B) - eller (Y,B).

(3) Tredje graden av de statistiska standardférutsdttningarna
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Vektorn av slumpvariabler

8r multivariat normalfdrdelad med den vintevdrdesvektor och

den kovariansmatris, som f&rsta och andra graden anger.

F8rsta, andra och tredje graden tillsammans medger statistisk
inferens sddan som intervallestimation och hypotespr8vning
gdllande den ansatta statistiska modellens tre parametrar

(a’ 8’ 02)’
3.4 Utskrift fran standardprogrammet SAS

R&knearbete vid regressionsanalys Overldtes nufSrtiden oftast
pad en dator. Det finns mdnga standardprogram f&r regressions-
analys, Den h&r kursen ger viss v3gledning | konsten att ldsa
utskriften fran ett sddant program. Den f8rs8ker d3remot inte

ldra ut hur man gdr d& man k&r.

Standardprogrammet ing&r i standardprogrampaketet SAS (Statis-
tical Analysis System), som finns vid SCBs datamaskincentral.
Programmet heter GLM (General Linear Models) och &r mycket

flexibelt.
Standardprogrammet SAS-GLM tilldmpas pd samma data som i exempel
3.1. Resultatet blir detsamma som i exempel 3.2 men med fler

decimaler. Figur 3.3 aterger de inl&sta data.

Figur 3.4 3r resultatutskriften. Vissa delar av denna krdver f&r

sin férklaring mer &n som hittills anf6rts i den hdr kursen.

Figur 3.5 &r resultatutskriften kompletterad med sex '‘ramar''.
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i

Ram 1 inneh31ler analysvariabelns kvadratsummas uppdeining i

en "fdrklarad'' (model) och en residuai- (error) kvadratsumma.
Ram 2 innehdiler determinationskoefficienten,
Ram 3 innehdller regressionskoefficienterna.

Ram 4 innehdller regressionskoefficienternas estimerade medelfel
givet statistiska fOrutsdttningar av vad som hir har kallats

ot

f6rsta och andra graden.

Ram 5 innehdller t-vdrden f8r test av hypotesen att a respektive
3 &r noli. Dessa test krdver statistiska fOrutsdttningar av

f6rsta, andra och tredje graden.

Ram 6 innehdlier observationsvirden, nirmevirden {(predicted)

och residualer.
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8 _6.US006000 2.4554H0575 3459453125 ¢
9 330000000 3. 17057292 -0.atuoie9e
o Go000UGOO le 79791667 =-1.79791667 !
L SUM OF. RESIDUALS A v 040000000V
SUM OF SGQUARED KESIDUALS i A 22+93v30198
SUM OF SGUARED RESIDUALS - ERROR SS -0.000U0000
FIRST ORDER AUTUCURKELATION -0.10723080
e e DURBIN-WATSON D . e 2407070999 .

R=-SQUARE
0.,128408

el
58.8953

Y MEAN
2.85000000

a0t - Sttt
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4 ENKEL ICKE-LINJAR REGRESSTONSANALYS
b1 Direkt anpassning enligt minstakvadratprincipen

Regressionsanalys anvindes f&r att studera sambandet Y = f(X)
mellan tva variabler Y och X. Med minstakvadratmetodens

hj&1p kan man uppskatta detta samband om det dr linjart.

Om det inte &r linjdrt, gar minstakvadratmetoden inte att
anvinda utan en del extra om och men. Man kan ga tillviga

p& tvd olika s&tt.

Antingen till3mpar man minstakvadratprincipen direkt pa det

icke-1injdra sambandet. Man minimerar avvikelsekvadratsumman

x[vi—f(xi)Jz

D& funktionen Y=f(X) inte &r linjir, leder denna ansats inte
till ndgon enkel matematisk 18sning. Den kan 1ikvil tillZmpas
med datorns hj&lp. Den kan kallas direkt anpassning enligt

minstakvadratprincipen.

Eller ocksa finner man pd en transformation av funktionen
Y=f(X), som leder till att ndgon funktion U=h(Y) av analys-

variabeln dr en linj3r funktion
U = C+DZ

av nagon funktion Z=g(X) av f&rklaringsvariabeln. Man till-
ldmpar minstakvadratmetoden pa det linjdra sambandet mellan
U och Z. Sedan Oversdtter man resultatet tillbaka till i
termer av det ursprungliga icke-linjdra sambandet mellan

Y och X. Detta kan kallas indirekt anpassning medelst minsta-

Indirekt anpassning dr inte alltid m&jlig, eftersom det inte

alltid finns ndgon lineariserande transformation.
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Exempel 4.1. Man 8nskar anpassa en kurva av formen

till n observationer <Xi’Yi)’ i=1,...n.

Direkt anpassning innebdr att man minimerar avvikelse-

kvadratsumman

e -

med avseende p& konstanterna A och B.

Indirekt anpassning innebdr att man fdrst transformerar

den ansatta funktionen till den matematiskt likvdrdiga

som ocksd kan skrivas
U = C+DZ

dir U=1/log Y (''log" &r e-logaritmen), Z=X, C=1/A och
D=-B/A. Sedan berdknar man den linjdra regressionen av
Upd Z. Till sist Bversdtter man regressionskoefficienter-

na C och D tillbaka till A=1/C och B=-D/C.

Aterstoden av detta avsnitt (4.1) ska handla om direkt an-

passning.

Direkt anpassning enligt minstakvadratprincipen maste i all-
ménhet ske med hjilp av berdkning p& dator. Man méste ha
tillgéng till ett datorprogram f&r icke-linjdr regressions-
analys. Sadana program letar sig fram till ett minimum fGr
avvikelsekvadratsumman iterativt. Man mdste hjdlpa programmet

pa traven genom att ange ldmpliga startvdrden pd de okdnda
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konstanterna (A,B). Programmet letar sig sedan fram steg
f6r steg till punkter i (A,B)-planet, som &r allt battre i
den meningen att de g&r avvikelsekvadratsumman allt mindre.
Programmet stoppar da det inte kan hitta en bdttre punkt

(A,B).

Iterativa berdkningsmetoder har tvd ofrankomliga svagheter.
F&r det f&rsta &r de beroende av startvdrden och av de in-
programmerade reglerna fér hur man vdljer ny punkt. F&r det
andra &r de beroende av ett inprogrammerat kriterium f&r

ndr det stegvisa letandet ska avbrytas och en 18sning presen=
teras. Den f&rsta svagheten innebdr att berdkningen kan réka
vilse och aldrig hitta avvikelsekvadratsummans minimum.

Den andra svagheten innebdr att berdkningarna kan pdgd onddigt

lange eller brytas f&r tidigt.

Det finns standardprogram f&r icke-1inj3r regression. Sadana
program &r givetvis omsorgsfullt uttestade. Men icke-linj&r
regressionsanalys dr - till skillnad fran 1linjir regressions-
analys - inte en rutinberdkning vars egenskaper &r full-

stdndigt kartlagda.

Exempel L4.2. F81jande sju observationer fdreligger.

i X Y
1 b2
2 8 3
3 16 3
4 16 5
5 32 4
6 32 5
/ 32 7

Man &6nskar anpassa en funktion av formen
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Standardprogrammet NLIN i standardprogrampaketet SAS
tilldmpas. (Startvirden h&mtas fr3n den indirekta an-

passningen i exempel 4.3 nedan.) Resultatet &r

Y = 1,166x%:4%0

med residualkvadratsumma 6,7027. Nirmevirden och residualer

listas i figur 4.1. De aterges grafiskt i figur 4.2.
Figur 4.1

Resultat av direkt anpassning.

ICKELINJAR REGRESSION

08$ X Y YH E
] 4 2 2.14515 -0,1452
2 8 3 2.91014 0.0899
3 16 3 3.94793 -0.9479
4 16 5 3.94793 1.0521
5 3 4 5,35582 -1.3558
6 32 5 5.35682 -0.3558
7 32 7 5,35582 1.6442

YH motsvarar ‘? .
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Nirmevirden och residualer efter direktanpassning har i all-
manhet inte de egenskaper, som omtalades i avsnitt 2.1 ovan.
Residualer varken summerar sig till noll elier &r okorrele-
rade med f&rklaringsvariabeln, om den direktanpassade funk-

tionen &r icke-linjar.

L.2 indirekt anpassning efter lineariserande trans-

formation
Betrakta en icke-linjar funktion
Y =f(X)
och n bivariata observationer (XiYi)’ i=1,...,n.

Antag att det finns en lineariserande transformation. Till~-
1ampa den! Resultatet 3r att nya analys- och férklarings-

variabler definieras:
U =h(Y) respektive Z=g(X).

- Det &r ocksa tillatet att 1&ta den nya analysvariabeln

vara en funktion Ush(Y,X) &ven av f&rklaringsvariabeln.

Att transformationen 3r lineariserande inneb3r att den &ver=-
sdtter den givna icke-linjira funktionen Y=f(X) till den

linjdra funktionen
Uu==«C+DZ .

Data (Xi’Yi) satisfierar inte Y=f(X) exakt. F&ljaktligen
satisfierar inte heller data (Zi’ui) funktionen U=C+DZ exakt.

Berdkna den linjdra regressionen av U pd Z. Resultatet 3r

ndrmevdrden och residualer

Ui = C+DZi respektive Vi = U, -U,
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som har de egenskaper, som ndrmevdrden och residualer i
1injdr regression alltid har p g a minstakvadratmetoden.
Residualen V summerar sig till noll och &r okorrelerad med

férklaringsvariabeln Z.

Atertransformationen till i termer av X och Y sker som f&ljer.
Transformationen U=h(Y) har en invers Y=h—](U). - Alternativt:
U=h(Y,X) har en invers Y=h—1(U,X). - Den inversa transforma-
tionen tilldmpas pad n3rmevdrdena. Man definierar d&rigenom

ndrmevédrden f&r den ursprungliga analysvariabeln.

Residualen i ursprunglig skala definieras helt enkelt som

differensen
E = Y-VY.

Det finns i allmdnhet ingen enkel direkt transformation av
residualen V till residualen E, utan Bversdttningen frén

(U,Z) tillbaka till (Y,X) gdller nirmevirdena.

Ndrmevdrdena Y och residualerna E efter indirekt anpassning
och &tertransformation har i allmdnhet inte de egenskaper,
som omtalades i avsnitt 2.1 ovan. Residualen varken summerar

sig till noll eller &r okorreleradmed férklaringsvariabeln.

Exempel 4.3. Samma data som i exempel 4.2. Samma funk-
tion Y=AXB. Logaritmering transformerar Y=AXB till det

linjdra sambandet

U = C+DZ

dar
U=1log Y och Z = log X,
C =1log A och D=8
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Vi berdknar den linj3ra regressionen av U pd Z. Berdk-
ningarna redovisas i figur 4.3. (Vanliga 10-logaritmer

har anvints.) Resultatet &r (d&r A = 10° - 1,128)

Y = 1,128x0’L'L'3

med residualkvadratsumma (approximativt) 6,7731.

Nirmev3rden och residualer 3terges approximativt av

figur 4.2 ovan.

Nirmevirdena vid indirekt anpassning blir i allmidnhet inte
lika med nirmevirdena vid direkt anpassning. | exempel 4.2
och 4.3 &r de emellertid sd nira lika att skillnaden &r

svar att tydligt aterge grafiskt.

Indirekt anpassning kan berdknas med hjdlp av standardpro-
gram f&r 1injdr regression, om dessa innehdller tillr3ckliga
faciliteter for transformation av data fGre och helst dven
efter regressionsberdkningarna. Figur 4.4 3terger resultatet
av att lata standardprogrampaketet SAS utf®dra samma berdk-

ningar som i figur 4.3. (H&r har e-logaritmer anvints.)
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Figur 4.4

Indirekt anpassning medelst SAS.

INDIREKT ANPASSNING 1147 TUESDAYs DECEMBER 8.
08S X Y V4 U UH Vv YH E
1 4 2 1s3R062Y Ua69315 le73459 ~0,04145 2.08464 «“0,0846
2 3 3 2.07944 1.09861 1.U&169 0.05693 283399 0.1660
3 le 3 2e1725Y ls 09861 l.34878 ~0,25017 3489272 =0e.8527
" lo 5 2.77259 1.60944 1.34876 0.26066 3.8527¢2 141473
5 32 4 3.46574 138629 1465587 ~0,26958 5.23764 ~1.2376
6 32 S 3.46074 l.60G44 T Ee65587 ~0.04643 S.23764 -0.2376
7 K¥4 7 3.46574 1ev4591] lebbon7 0.,29004 S.23764 le7624
INDIREKT ANPASSNING 11047 TYUESDAY, DECEMB
VARIABLF ME AN UNCORRECTED CORRECTED
SS SS
£ 0.094716%3 6.77224441 . 6.70944580
"Uncorrected SS" motsvarar Z:Ez.
4.3 Determinationskoefficientens definition

Hur vdl st3mmer data med en viss icke-linjdr kurva? Vilken
av tvd kurvor st3mmer data bdst Sverens med? Sadana fragor
kan besvaras med hjdlp av determinationskoefficienten RZ.
Denna koefficient #r definierad dven vid icke-linjdr regres-

sion; atminstone finns det en v&l etablerad praxis.

Vid 1inj3r regression kan R2 definieras pd flera olika lTik-
vdrdiga sdtt. Vid icke-1inj&r regression haller man sig till

en av definitionerna, ndmligen

RZ = 1 - 2e2/s(v-9)? .
Om residualen E inte har medelv3rdet noll, menas hdr med

2 . o o . .
LE” kvadratsumman av residualerna sadana de 3r, inte avvikelse-

kvadratsumman.

Determinationskoefficientens definition i det icke-linjira
fallet kan 'motiveras'' s& hdr: Man jamfdr variationen kring
den anpassade kurvan med den totala Y-variationen. Ett minus
kvoten dr den andel av Y-variationen, som 'f&rklaras'' av

sambandet med X.
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Vid indirekt anpassning kan man berdkna tvd olika determina-
tionskoefficienter. Den ena s&iger hur stor andel av varia-
tionen i den transformerade analysvariabeln U som ''f8rklaras'
av det linjira sambandet med den transformerade fdrklarings-
variabeln Z, 18t siga RZ(U;Z). Detta 3r en alldeles vanlig
determinationskoefficient vid 1injdr regression. Men den
handlar inte om variationen hos analysvariabeln i dess ur-

sprungliga skala, och &r d&rfdr av begrdnsat intresse.

Den andra determinationskoefficienten vid indirekt anpass-
ning sdger hur stor del av variationen i den ursprungliga
analysvariabeln Y, som '"férklaras' av det icke-linjdra
sambandet med f&rklaringsvariabeln X, 13t siga R?nd(Y;X).
Detta dr den relevanta determinationskoefficienten. Den &r
direkt jamf&rbar med determinationskoefficienten vid direkt

anpassning, 13t siga R2 (Y;X).

dir

Eftersom den direkta anpassningen minimerar residualkvadrat-

summan, s& gdller alltid olikheten

RE. (VX)) > Rf

dir (Y;X)

nd

2
dir
stS8rre dn determinationskoefficienten f&r den linjdra re-

(Y;X). Huruvida den &r

Man kan d&remot inte vara siker pd att R (Y;X) ska vara

gressionen av Y pa X, lat sdga R?in
det beror pd hur vdl man har valt icke-linjdr funktionstyp.

Exempel 4.4. Samma data som i exempel 4.2 och 4.3.
Samma kurva Y=AXB. Variationen hos analysvariabeln Y

&r SST = 16,8571,

2

Ry, (Y3X) =1 - 7,0592/16,8571 = 0,581.
R?nd(Y;X) =1-6,7722/16,8571 = 0,598.
Rgir(Y;X) =1 -6,7027/16,8571 = 0,602.
RZ(U;Z) =1 - 0,2944/1,0489 = 0,719 (avser e-log-skala).
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Att, slutligen, som ofta h&nder,
2 2 .
R™(U;Z) > R]}n(Y,X)

inneb3r inte att den valda icke-linjdra kurvtypen stdmmer
bittre med data &n en rit linje g&r. De bada determinations-
koefficienter, som hir ja&mfdrs, handlar om sd olika saker

att jadmfdrelsen &r meningsl1Os.
4.4 N&got om extrapolering

Antag att man har anpassat en kurva av en viss typ - till
exempel en rdt linje - till ett givet bivariat observations-
material (xi’Yi)’ i=1,...,n. Antag att man drar ut den an-
passade kurvan till punkten XO’ dar X0 ar std8rre &n det
stérsta observerade Xi—vérdet eller mindre dn det minsta
observerade X;-vérdet. Man avldser det mot X0 svarande Y-
virdet Y0 pad kurvan och siger: Om X vore Xg» sa skulle Y

i genomsnitt vara ungefdr YO' Detta kallas att extrapolera.

Hur tillforlitligt &r det att gdra s&?

Exempel 4.5. Samma data som i exempel 4.2 och 4.3. Vi

viljer X0=64 och de tvd alternativa kurvtyperna

Y = A+BX respektive Y = AXB .

Den linjdra funktionen anpassas medelst minstakvadrat-

metoden, vilket ger
Y =2,013 + 0,106X .

Potensfunktionen medeist direktanpassning &r

Fooov = 1,166x°7440
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Extrapolation till XO=6Q ger

-n
<
]

8,80 ,

-
-«
]

7,27

Resultatet beror pd kurvtypen,

Extrapolering &r ett riskabelt f&rehavande. Tvd kurvtyper, som
det givna materialet stdmmer ungef&r lika bra med, och som

ser nastan lika ut inom det observerade X-intervallet,

kan ge avsevidrt olika resultat vid extrapolering. Den an-
passade funktionen fortsdtter sin matematiska bestdmda vig
dven utanfdr det omrdde d&r vi har data. Vi vet inte utan

vidare att nya data skulle f&1ja samma vi3g.

Hur mycket hj3dlper det att tillfdra formella f&rutsdttningar?
Betrakta &ter de tre f&rutsdttnings- och tolkningsnivderna

fran kapitel 3!

extrapolera. Andra data 8n de, som man har anpassat kurva
till, ingdr &verhuvudtaget inte i den rent deskriptiva fdre-
stdllningsvdrlden. Man kan i och fdr sig extrapolera hur
1&ngt man vill, men detta sdger ingenting om ndgra som helst

nya - eller gamla - data.

P& den statistiska fGrutsdttningsnivan kan man fdra matematisk-

statistiska resonemang om extrapoleringen. Ungefdr f&ljande

resonemang dr brukligt.

Antag att f&r varje observation vidntevdrdet for Y &r en och
samma funktion E(Y)=f(X) av X-vdrdet. Antag att detta g3ller
oavsett om observationen &r nu given och observerad, nu given
men inte observerad, eller icke nu given men mgjlig i fram-
tiden eller pa annan plats. Vi kan d& tolka den extrapolerade
anpassade kurvan som statistisk skattning av den sanna funk-
tionen E(Y)=f(X). Detta fdrutsatt att vi har valt ritt kurv-

typ f(.) att anpassa.
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Tvd fr&gor instdller sig hidr. (1) Hur kan man veta vilken
kurvtyp som dr ratt? (2) Hur kan man veta f6r vilka observa-
tioner samma samband gélleé? Ingen av dessa bada fragor kan
slutgiltigt besvaras pd den statistiska f&rutsdttningsnivan,
men man kan sdka partiella och betingade svar med hjdlp av
statistisk testning.

P& den kausala f&rutsdttningsnivén har man bittre mdjligheter
att uttala sig i de badda just stdllda frdgorna. Men svaren
madste d& ha sin grund inte i data utan i information utdver

data.

Annu nagra ord bdr sidgas om extrapolering med enbart statistiska
férutsdttningar och statistisk tolkning. Vid extrapolering
antar man att en given statistisk modell galler f&r vissa

dnnu ej iakttagna observationer. Redan vid anpassningen
(estimationen) av den givna kurvtypen antar man ju precis
detsamma om samtliga f&religgande observationer. Detta grund-
ldggande antagande kan vara lika felaktigt som det, som ligger
till grund f&r sjdlva extrapoleringen. Hur god grund man har
f&r sitt antagande beror pd utomstatistiska faktorer; hur

god saklogisk information har vi?

Statistisk metod &r inte ett sitt att skapa information ur
tomma intet. Statistisk metod ir ett s&tt att bringa reda i
och dra slutsatser ur given information. Os3dkerhet om in-

formationens giltighet elimineras inte.
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5 LINJAR REGRESSION MED TVA FORKLARINGSVARIABLER

5.1 Tre former f&r planets ekvation

Betrakta ett ritvinkligt koordinatsystem i tre dimensioner
(Y,X,Z), dir Y m3ts lodritt medan X och Z midts i tva inbdrdes
vinkelrdta vagrdta riktningar. Ett plan i det tredimensionella
rummet kan tecknas (bland annat) s& hir:

Y = A+BX+CZ

dér (A,B,C) &r tre konstanter som bestimmer planets lige

i rummet.

De tre konstanternas innebdrd &r f&ljande.

b=
I}

planets hdjd &ver (X,Z)-planet (vars ekvation
3r Y=0) i punkten (X,Z)=(0,0).

B = tangens f&r planets lutningsvinkel i X-
riktningen, dvs l&dngs skdrningen med planet
Z=0.

C = tangens f&r planets lutningsvinkel i Z-
riktningen, dvs l&dngs skdrningen med planet
X=0.

Varje icke lodrdtt plan i rummet best&mmer entydigt och

bestdms entydigt av de tre konstanterna (A,B,C).

Ett plan kan beskrivas pa flera sitt. L&t X och Z vara tva
konstanter. (I praktiken v3ljer man X och Z lika med medel-
vdrdena av X- respektive Z-v3rdena hos n givna observationer
(Yi’xi’zi)’ men det som sigs hdr i avsnitt 5.1 f&rutsitter

inte detta.)



Givet (X,Z) galler att varje icke lodrdtt plan kan skrivas
Y = D+F(X-X)+G(Z-2),

varvid taltrippeln (D,F,G) entydigt bestdmmer och bestdms

av planet. Konstanternas innebdrd ar f&ljande.

D = planets h&jd dver (X,Z)-planet i punkten
(x,2)=(X,Z).

F = samma som B ovan.

G = samma som C ovan.

Denna andra form f&r planets ekvation skiljer sig fran den
forsta endast i fraga om var man miter planets h&jd dver

bottenplanet Y=0.

Det finns en tredje form f&r planets ekvation. L3t (X,Z,7)
vara tre godtyckliga konstanter. (Vi &terkommer till praxis
f5r hur dessa viljes.) Givet de tre konstanterna (X,Z,T) kan

varje icke lodrdtt plan skrivas
Y = M+P(x-i)+Q[z—Z-T(x—i)]

varvid de tre konstanterna (M,P,Q) entydigt best3mmer planet

och omvint,

Den tredje varianten innebdr, kan man sdga, att koordinat-
systemet ((X-X),(Z-Z)) i bottenplanet byts mot koordinat-
systemet [(X-i),(z-f)-T(X-i)]. Det fdrra koordinatsystemet

ar ett régbinkiigt rutndt, det senare ett snedvinkligt,

vilket utgbres av linjer dar X-X=const respektive Z-Z-T(X-X)=
const. Varje punkt i bottenplanet bestdms omvindbart en-
tydigt av vdrdena pd de b&da koordinaterna i det ena systemet,

och likadant av det andra systemets koordinater. Se figur 5.1!
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Figur 5.1

Tvd alternativa koordinatsystem

\
N,

. = 22~ H(x-x)
-1
=
- le - r
Z-Z =4 A -
~ 7
plo=pw
\-————{\/
1]
x
!
xi

| praktiken viljer man alltid (X,Z,T) som funktioner av n

givna observationer (Yi’xi’zi)' Man vélijer X och Z lika med
X- respektive Z-medelvirdena. Man vdljer T lika med regres-
sionskoefficienten i regressionen av den andra f&rklarings-

variabeln Z pd den f8rsta X, sd att
Z-Z-T(X-X)

ir residualen i den regressionen. Dessa val av (X,Z,T) har
fordelar da man ska utreda de deskriptiva egenskaperna hos

regression med tvd fdrklaringsvariabler.

Samtliga tre sdtt att skriva ett plan anger f&r varje punkt

(X,Z) hur hdgt lodritt Sver den planet befinner sig. Skill-

naderna mellan varianterna gdller hur punkten i bottenplanet
beskrivs. Det lodrdta Y-avstindet beskrivs i samtliga tre

fall lika.
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Exempel 5.1. S&tt X=5, Z=3 och D=(1/2). Ett och samma

plan kan betecknas pa f&ljande sdtt:

T + X + 2Z
12 + (X-5) + 2(z-3)
12 + 2(X-5) + 2((z-3)-(1/2)(X-5))

<
1]

sitt (X,Z)=(6,9/2). Enligt alla tre skrivsdtten blir
Y=16.

5.2 Normalekvationerna i avvikelseform och residual-~

form

L3t ett antal observationer (Xi’zi’Yi)’ i=1,...,n vara givna.
Minstakvadratprincipen sdger att det plan passar bdst, for
vilket summan av de kvadrerade avvikelserna i Y-riktningen

fr&n punkt till plan &r minst.

De tre konstanter, som entydigt bestdmmer det b3sta planet,
kan 18sas ut ur ett system av tre linjdra ekvationer, normal-
ekvationerna. Hur normalekvationssystemet ser ut beror pé

hur man har valt att skriva planets ekvation. Vilket plan

som passar bdst beror diremot inte pd skrivsdttet. De tre
varianterna ger ett och samma plan skrivet pd tre olika men

likvdrdiga sitt.

Férsta formen f6r planets ekvation ar Y=A+BX+CZ. Normal-

ekvationernas 16sning, de partiella regressionskoefficienterna,

brukar betecknas s& har:

A=Ay (=Y-BX-CZ)
B = Byx.z
C=Byz.x

Residualen brukar betecknas

Y-Ay .xz7Byx. 2% Byz.xZ = By xz
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Man kan visa att den har medelv3rdet noll och 3r okorrelerad

med X och med Z.

Andra formen f&r planets ekvation &r Y = D+F(X-X)+G(Z-Z).
Vi sitter X och Z lika med medelvirdena &dver de givna observa-
tionerna av X resp Z. De mot denna ekvationsform svarande

normalekvationerna i avvikelseform ir

nD = 3Y
CO-ODF + (2K (2-7))6 = £(X-X) (Y-7)
(2(X-%) (z-2) )F + (2(z-)%)6 = £(z-3) (Y-Y)

Man kan visa att f&ljande gdller:

=Y
= Byx.z
&= Byz.x
Ldgg mdrke till att normalekvationerna i avvikelseform f&r-

enklas om % (X-X)(Z-Z)=0 dvs om de b3da fdrklaringsvariablerna

dr inb6rdes helt okorrelerade.

| tredje formen f&r planets ekvation ingdr en konstant T,
L3t oss sitta T=BZX, dar BZX ar koefficienten i regressionen
av Z pa X, berdknad pad de givna observationerna. L&t oss

ocksd infdra beteckningen

E, y = (z-Z)—BZX(x-i)

for residualen i den regressionen. Den tredje formen av

planets ekvation d8r med de beteckningarna

Y =M+ P(X-X) + QE,

ddr variabeln EZ-X har medelvdrdet ncll eftersom den

ar en residual. Jamfér figur 5.1!



De mot den tredje formen f&r planets ekvation svarande normal-

ekvationerna i residualform 3r

nM = 3Y
(z(x-x)2)p - 2 (X-%) (Y-¥)
2 -
(€5, ) Q= ZE,  (¥-Y)

Ekvationssystemet blir s3 pass enkelt ddrfdr att X och
EZ-X dr okorrelerade med varandra; detta emedan EZ-X ar en
residual efter regression pa X.

Man ser omedelbart att

och att

P = z(x-i)(v-?)/z(x-i)2 = Byy

Den partiella regressionskoefficienten fér X i regression

av Y pd X och residualen E dr sdledes lika med regressions-

Z-X
koefficienten i den enkla regressionen av Y pd enbart X.

Man ser ocksd att

v 2

Den partiella regressionskoefficienten f&r residualen

EZ-X i regressionen av Y pd X och E dr lika med regres-

Z-X..
sionskoefficienten i den enkia regressionen av Y pd enbart
residualen .

u EZ-X
Genom att 18sa ut G ur normalekvationssystemet i avvikelse-

form kan man ocksd visa att
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Ldgg mirke till detta! Den partiella regressionskoefficienten
G=By,.y for Z i regressionen av Y pd X och Z &r lika med
regressionskoefficienten i den enkla regressionen av Y pa

enbart residualen EZ-X av Z efter regression pa X.

Normalt anvdnder man avvikelseformen av planets ekvation och
normalekvationerna. Residualformen har hdr infdrts darfér
att man med dess hjdlp kan visa hur saker och ting hdnger

ihop d& man utBkar midngden fdrklaringsvariabler.

Exempel 5.2. F8ljande data foreligger

i X z Y

1 4 3 18
2 6 5 21
3 8 3 21
4 10 7 33
5 12 7 32

Vi ska berdkna regressionen av Y pa X och Z. Berdk-

ningarna redovisas mer detaljerat i figur 5.2.

Normalekvationerna i avvikelseform &r

-

5 Y = 125
408y , + 208, , = 80
208,y ., + 16By;. = 52

L8sningen &r

y = 25
Byx.z = 1
Byz.x = 2

Regressiansekvationen &r

25 + 1(X-8) + 2(z-5) =
7 + 1X + 22 .

<
[l

1l
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F&r att visa ett exempel pa att residualformen ocksd ger

rgtt regressionsplan rdknar vi om exemplet i residualform,

Exempel 5.3. Samma data som i exempel 5.2.

Vi ska berdkna regressionen av Y pd X och Es x

Berdkningarna redovisas mer detaljerat i figur 5.2.

Normalekvationerna i residualform &r

5Y

125

Los 80

YX

]

68, , = 12

Lésningen dr

¥ - 25
By = 2
Byz.x = 2

Regressionsekvationen &r

25 + 2(X-8) + 2[2~5-%(X-8)] -
25 + 1(X-8) + 2(z-5) =
7 + 1X + 2Z.

<
[ ]
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5.3 Uppdelning av avvikelsekvadratsumman

Regressionen av Y p& X och Z fungerar i f&ljande tva av-

seenden exakt analogt med regressionen av Y pa enbart X.

(1) Regressionen delar upp varje observationsvirde Yi i ett
ndrmevirde Yi och en residual Ei' Ndrmevirdenas medelvirde
ir lika med de observerade Y-virdenas medelvdrde. Residual-
ernas medelvidrde &r noll. Korrelationen mellan residualen och
var och en av fdrklaringsvariablerna X och Z &r noll. J&mfor

avsnitt 2.1 ovan!

(2) Regressionen delar upp analysvariabelns totala avvikelse-
kvadratsumma SST i en fdrklarad kvadratsumma SSR och en

residualkvadratsumma SSE. J3mfdr avsnitt 2.2 ovan!

Narmev3rdena &r

X.+B Zz

Yo = Ay oxzByx. 2% *Byz x4

och residualerna 3r

De tre kvadratsummorna definieras precis likadant som i

avsnitt 2.2 ovan.
Determinationskoefficienten definieras
2

R®™ =1 - SSE/SST

precis som i avsnitt 2.3 ovan f&r enkel regression.
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Exempel 5.3. Samma data som i exempel 5.2.

Ndrmevdrdena Y =7+1X+2Z och residualerna samt de tre
kvadratsummorna berdknas. Berdkningarna redovisas mer

detaljerat i figur 5.3.

Observerade v3rden, ndrmevdrden och residualer 3r

18] [ 17 ] [ 1]
21 23 -2
Y={21]; Y=|21]; E=1] 0
33 31 +2
32 33 -1

b - . pa - -l

Den totala, den fdrklarade, och residual-kvadratsumman &r
SST = 194, SSR = 184, SSE = 10
Determinationskoefficienten &r
RZ = 1-10/194 = 0,948.
Det verifieras att

T(X-X) (E-E) = Z(z-Z)(E-E) = 0

dvs att residualen &r okorrelerad med vardera férklarings-

variabeln.

Figur 5.3. Berdkningar till exempel 5.3.
IV e -

X Z Y Y E YY YY¥ XX 27 xe ¢
N3 18 1 41 -F =8 -4 -2 Y -2
L 5 N B -2 -4 -2 -2 0 44 0
§ 3 2 1 0 -4 -4 o -2 0 O
10 7 33 31 42 8 +6 +2  +2 4
2 7 32 33 -1 +F +8 4 2 -4 -2

I 40 as 15 n»s 0 0 0

8 5 a ag

3



60

5.4 Stegvis &ndring av regressionskoefficienter och

kvadratsummor

Betrakta & ena sidan den linjdra regressionen av Y pd enbart
X, & andra sidan den linjdra (multipla) regressionen av Y
pd X och Z. Regressionslinjen respektive regressionsplanet
ar

Y= Ayt By

Y = AY~XZ + BYX-ZX + BYZ-XZ

Att gd over frdn den f8rsta till den andra regressionen 3r
att utdver X infSra en ny fdrklaringsvariabel Z. Detta med-

for att regressionskoefficienten f&6r X dndras fran den enkla

(eller Ep}glg) regressionskoefficienten BYX till den partiella,

BYX-Z' Ocksd interceptet &ndras, men det l13mnar vi d&rhin.
Vad kan man s3Zga om hur och varfdr BYX dndras till BYX.Z?
Avvikelseformen och residualformen av planets ekvation gav
oss tva olika sitt att skriva det av minstakvadratprincipen
utvalda bdsta planet. Avvikelseformen skriver regressions-

planet

Y=Y+ 8, ,(X-X) + B, ,(2-7)
Residualformen skriver
Y=Y + BYX(X-X) + BYZ_XEZ.X =

1
<t

+ BYX(x-i) +B ((z-Z)-sZX(x—R)) =

YZ.X
) (X-X) + B

+ ( (z-7)

1]
=<1

Byx BzxByz.x YZ.X

Eftersom bada varianterna best3mmer samma plan, gdller tyd-

ligen sambandet

Bvyx.z = Byx ~ BzxByz.x
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dar BYZ X enligt ovan ocksd kan uppfattas som regressions-

koefficienten i regressionen av Y pa residualen EZ-X'

Sambandet mellan enkel och partiell regressionskoefficient

kan ocksad skrivas

Byx = Byx.z * BaxByz.x

Denna ekvation brukar ibland kl&ddas i ord ungefdr s& hir:

'""Den totala inverkan B,, av X pa Y 3r summan av den egentliga

YX

inverkan BYX'Z av X och den del av Z:s inverkan BYZ-X’ som

kan tillskrivas X d3rfé6r att variationen i Z delvis fdrklaras

(8,)
13gges analogt i termer som ''rensa bort ur den totala in-

av variationen i X.'" Ekvationen i f&rra stycket ut-

verkan av X den del som egentligen &r inverkan av Z'. Varning

for férhastade Svertolkningar!

Linjdr regressionsanalys delar den totala Y-kvadratsumman
SST i tva delar, den f&rklarade kvadratsumman SSR och resi-
dualkvadratsumman SSE. L&t oss beteckna dessa vid enkel

regression
SST = SSR(Y;X) + SSE(Y;X)
och vid multipel regression
SST = SSR(Y;X,Z) + SSE(Y;X,2).

D& man utdver X infdr Z som férklaringsvariabel, indras den
forklarade kvadratsumman fran SSR(Y;X) till SSR(Y;X,Z).
Man kan visa att

SSR(Y;X,Z) = SSR(Y;X) + SSR(Y;E, )

dvs dndringen &r en icke-negativ 8kning lika med den f&r-
klarade kvadratsumman i den enkla linj&ra regressionen av Y

pa residualen EZ-X'

Residualkvadratsumman dndras samtidigt. Den minskas med

samma kvantitet.
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Den f&rklarade kvadratsumman (SSR{Y;X,Z) 3r den del av analys-
variabeins variation, som regressionen ''férklarar' genom

att tillskriva den samvariationen meilan § ena <idan Y,

% andra sidan X och Z. Det vore tilltalande att kunna vidare-
uppdeta denna fdrklarade kvadratsumma i en del som beror

p& X plus en del som beror pa Z. Men det gar inte. Fdrklarings-
variablerna f8rklarar gemensamt SSR, men vars och ens separata

bidrag kan inte definieras.

Det finns dock ett specialfall, dar den forkiarade kvadrat-
summan har en enkel meningsfull uppdelning i en del for
vardera f8rklaringsvariabein. Det &r om och endast om korrela-
tionen mellan de bada férklaringsvariablerna X och Z &r

exakt 0. Under den fdrutsdttningen gdller att
SSR(Y;X,Z) = SSR(Y;X) + SSR(Y;Z).

| alla andra fall stdder f&rklaringsvariablerna varandra i
férklaringsarbetet och gar samtidigt i vdgen fdr varandra
sd att deras andelar av fdrklaringen blir om&jliga att

reda ut.

Till sist ndgra ord om stegvis regression. Med stegvis re-
gression menas att berikna f8rst regressionen av Y pa X,
sedan regressionen av Y pd X och Z, sedan regressionen av

Y p& X och Z och dnnu en f&rklaringsvariabel, och s& vidare
- eller att pd nagot annat sdtt steg f6r steg &ndra upp-
sdttningen f8rklaringsvariabler. Man kan antingen sjdlv
styra processen eller lata datorn vi3lja variabler efter
nadgot inprogrammerat valkriterium. Det finns flera olika

sadana kriterier, som alla bygger p& uppdeiningen i SSR

och SSE och hur den dndras.

Stegvis regression dr en mycket populdr teknik f&r att leta
efter samband i multivariata material. Dess innebdrd och

statistiska egenskaper &r ofullstdndigt utredda.
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Exempel 5.4, Ur jordbruksstatistiken togs data f&r de
2L 13nen med avseende p& fyra variabler X1, X2, X3 och Y.

X1 = antalet jordbruk med litet antal kor

X2 = antalet jordbruk med medelstort antal kor
X3 = antalet jordbruk med stort antal kor

Y = antalet jordbruk som innehar mj&lktank.

Tre regressioner berdknades.

Y = 316 + 0,97X1

SSR = 10,2 miljoner SSE = 3,6 miljoner R2 = 0,74
Y = 27-0,03X1 + 0,87X2

SSR = 11,5 miljoner SSE = 2,3 mil joner R2 = 0,83
Y = -23 + 0,21X1 + 0,55X2 + 1,33X3

SSR = 12,0 miljoner SSE = 1,7 miljoner R2 = 0,87

Exemplet visar hur regressionskoefficienter och kvadratsummor
kan dndras vid stegvis dndring av uppsdttningen forklarings-
variabler. Exempiet torde kunna anses typiskt, dven satill-

vida att tolkningen &r svar.

5.% Bevis (Overkurs)

Beviset f8res i residualform.

Residualen &r E = Y-Y—BYX(X-X)—BYZ.X[?-Z-BZX(X-Xﬂ
Avvikelsen fran ett godtyckligt annat plan kan tecknas

U = Y-(Y+aY) - (BYX+ABYX)(X-X)*:
(Byz.x*Byz.x) .F'Z'Bzx(x'xﬂ’

dar  (8Y,0Byy 8By, ) # (0,0,0)
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Avvikelsekvadratsumman &r

il

2 - - - o1l 2
U E{E—AY—ABYX(X X)«ABYZ'X {? Z BZX(X X)J} =

2 A

2 2
+ (ABYX) 5 (X=X} +

SE° + n(aY)

2.1, 5 -2
v (8B, ) 2228, (-0

Dubbelprodukterna med AY &r 0 emedan ZE = T(X-X) = £ (z-Z)

Dubbelprodukterna med E &r 0 p g a (1) i avsnitt 5.3).
Dubbelprodukten

-

f(ABYZ x L(x-X) {z-z- BZX(X—X}

dr 0 p g a definitionen av BZX'

Vi ser att

med likhet om och endast om AY = ABYX = ABYZ-X =0

(Failet X(X-i)z = 0 &dr ett urartningsfall analogt med i

avsnitt 2.X.ovan.)

(Fallet Z[é~Z—BZX(X~§)J2 = 0 8r ett annat urartningsfall.
Hiar dr Z en exakt linjir funktion av X. Detta kallas exakt
multikollinearitet. Regressionsanalysen fungerar inte normalt.

Regressionsplanet &r underbestimt.)
5.Y Hirledning (Overkurs)

Hérledning av regressionen av Y pd X ur sambanden mellan

De trivariata observationerna (Y,X,Z) &sk&dliggdres grafiskt
i figur 5.4. Likasd de bivariata observationer (Y,X), som

man erhdller genom att f&rsumma variabeln (dimensionen) Z.
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Regressionsplanet | regressionen av Y p& X och Z 3skadlig-
gbrs grafiskt i figur 5.5. Likasa regressionslinjen i den

enkla regressionen av Y pa X. L3gg mdrke till att

BYX-Z=1 # BYX=2 .

Aven intercepten 3r olika, 7 respektive 9.

Vi ska nu h3rleda den enkla regressionen av Y pd X ur dels
den multipla regressionen av Y p&d X och Z, dels hj&lpregres-
sionen av Z p& X. Vi refererar i forts3ttningen genomgaende

till figur 5.6.

Regressionen av Y pd X och Z &r i residualform

Y=Y+ BYX(X-X) + BYZ.X[Z-Z+BZX(X-X):{

25 + 2(X-8) + 2[2-5+g(x—8)]

<
]

Detta &r ''taket' i den Gvre delfiguren i figur 5.6.

Regressionen av Z p& X &r (jfr fig 5.2)

Den &skadliggdres av en linje i (X,Z)-planet, dvs golvet
i den Bvre delfiguren. Vi ritar in ett lodrdtt plan, som
skdr golvet i denna linje, och betraktar dess skdrning med

taket.
Skdrningslinjen &r numeriskt definierad enligt f&ljande.

(1) Ta ett godtyckligt X.

(2) Ta motsvarande Z=1+}X.
F6r detta Z galler att Z-5-%(X-8)=0.

(3) Se efter i regressionen av Y pd X och Z vilket Y som
svarar mot (X,Z).

Svaret &r
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Vo= T8, (X) + 8, [0]

25 + 2(X-8) + 2(0) = 9 + 2X.

<
]

Detta &r den enkla regressionen av Y p& X.
Sk&rningslinjen mellan & ena sidan taket

Y =V + BYX(X—X) + BYZ_X[Z—Z—BZX(X-X)]

och & andra sidan hj3lpregressionen (hdr i avvikelseform)

Z =2 + B, (X=X)

Vi projicerar skdrningslinjen pd den Ovre delfigurens fram-

sida och far den nedre delfiguren.
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6 LINJAR REGRESSION MED PARALLELL SKIKTNING
6.1 Tre former f&r paratllella rata linjers ekvation

Tvd eller flera parallella rdta linjers ekvationer kan tecknas
som en enda ekvation pd dtminstone f8ljande olika s&tt. L&t
linjerna vara numrerade med ett index h =1, 2, ...., k. Det
f&rsta skrivsdttet ar

L .

b Y = Ah+BX h=1, (..., k

Linjerna har gemensam lutningsvinkel men olika intercept

(nivader). Detta skrivsdtt dr symmetriskt.

Det andra skrivsdttet forutsdtter att man tar en linje, sdg

Ll’ till referenslinje och jamfoér alla de andra med den. Man
skriver

L1: Y = A+BX

Lh: Y = A+Dh+BX h=2, ...., k
Konstanterna D,, D3, ...... » D, anger nivéskillnader i f&r-

h&1lande till referenslinjen Ly Skrivsdttet &r osymmetriskt.
Det finns ocksd ett tredje skrivsdtt, niamligen

Lh: Y =CO+Ch+BX h=1, ...., k

H&r uttryckes k nivder medelst de k+1 konstanterna CO’ C],
. Ck' Detta skrivsdtt dr darfdr inte omvidndbart entydigt.

Konstanterna bestdmmer linjerna entydigt, men k parallella

tinjer bestdmmer inte k+1 konstanter entydigt.

Om i det tredje skrivsdttet linjerna ska bestdmma konstanterna
entydigt, madste konstanterna underkastas ett bivillkor. Ett
naturligt sddant bivillkor &r £, = 0, ddr summan gdr fran 1

till k.
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Exempel 6.1 De tre parallella linjerna (i f8rsta skriv-

sittet)
L1: = 12+3X
L2: = 13+43X
L3: = 843X

skrivs i det andra skrivsittet

L]: = 12+3X
L2: = 12+1+3X
L3: Y = 12-4+3X

och i det tredje skrivsdttet med det n3dmnda bivillkoret

L1: = 11+1+3X
L2: = 11+2+3X
Y = 11-3+
L3 343X

Utan bivillkoret kan linjerna i det tredje skrivsdttet
skrivas pd manga andra sitt. Konstanten Co kan viljas

godtyckligt.
6.2 Indikatorvariabler

Antag att en observationsmdngd delas upp i delmingder sddana
att varje observation tillhSr en och endast en &elméngd och
ingen delmdngd 3r tom. L&t delm&ngderna indiceras h =1, 2,

., k. Det &r dd praktiskt att definiera k stycken indikator-
variabler (dven kallade dummyvariabler) enligt f&1jande. Lat

observationerna vara indicerade j =1, ...., n.

F6r h =1, ..., k gdller:

7 = 1 om observation j tillhor delmdngd h
hJ 0 eljest
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Det finns sdledes k dummyvariabler (Z1 Z, Z3 v Zp e Zk)
som alla &r definierade f&r varje observation. Om t ex observa-

tion j = 8 til1hdr deimdngd h = 2, s& &r

(218 228 238 e e Zk8) = (01 0 ... 0).
F&r varje observation dr precis ett Zhj lika med 1, alla &vriga

lika med 0.

Indikatorvariabler anv3ndes | regressionsanalysen (bland annat)
dad man till olika deimingder av data vill anpassa rdta linjer
(eller plan) och vill ha dessa linjer (eller plan) parallella.

De k linjerna skrivs enligt det f&rsta skrivsdttet fran 6.1 ovan

dvs som en linj&dr regressionsekvation med k+l f&rklaringsvaria-
bler, varav k stycken &r indikatorvariabler, och - observera! -
ett datorprogram f8r regressionsanalys om detta medger att

interceptet stryks ur ekvationen, inte annars. (SAS-GLM medger

detta.)
i det andra skrivsidttet fran 6.1 skrivs de k regressionslinjerna

Y = A+DZZZ+ ..... +Dka+BX
dvs som en linjdr regressionsekvation med k fdorklaringsvariabler,
varav k-1 stycken 3r indikatorvariabler. Hir ingdr ett intercept

som vanligt.

Resultatet av en regressionsanpassning med indikatorvariabler
foér nivaskillnader &r oberoende av vilket skrivsdtt man har
valt. De k bdsta parallella rita linjerna (eller planen) &r
entydigt bestdmda av data och pdverkas inte av hur man vdljer

att beskriva dem.

Med det tredje skrivsdttet i 6.1 ovan skulle man ansdtta k

dummyvariabler och intercept. Denna ansats leder til] matematisk
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underbestdmdhet. DatorkBrningen avbryts med felutskrift (eller

rdknar fel).

Exempel 6.2 (P3hittat)

Betrakta dem som bSrjar i ett visst yrke vid cirka 20 &rs
dlder. Antag att 18nen Y utvecklas ungefdr linjirt med

anstdllningstiden X enligt f&ljande tre separata regres-

sioner,
Y = 30+1,03X f6r dem som har enbart grundskola
(dummyvariabel 21)
Y = 35+0,98X f8r dem som har enbart fackskola (Zz)
Y =

36+1,01X for dem som har specialutbildning (Z3)

Ansatsen med dummyvariabler j&mkar ihop dessa tre ndstan
parallella rdta linjer til] ekvationen (i f&rsta skrivsittet)

Y = 30,521 + 31-},722 + 36,02, + 1,01X

3

vilket Oversatt till det andra skrivsd3ttet blir

Y = 30,5 + h,ZZ2 + 5,5Z. + 1,01X.

3

De tre intercepten f&rdndras vid hopjdmkningen.

Det finns minga situationer, dir ett observationsmaterial kan
delas upp samtidigt efter tva '"leddar', t ex efter utbildning
och efter kdn. Man kan da& samtidigt ansitta tva@ grupper av
indikatorvariabler, i exemplet en f6r utbildningskategori och

en for kdn. | s&dana situationer &r det bara det andra (osymmet-
riska) skrivsittet som medger ber8kning pd vanliga datorprogram

for regression.

D3 ett observationsmaterial delas upp i k delmingder med varsin
regressionsekvation, kan man i princip alltid uttrycka alla
dessa k ekvationer som en enda ekvation med hj&dlp av indikator-
variabelsteknik. Detta &r emellertid ointressant om de k ekva-

tionerna 3r helt olika. Av intresse &r det d& de till delmdngd-
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erna hérande ekvationerna &r (dvs antages vara) i ndgot avse-
ende lika. Det gemensamma 4r oftast lutningen (lutningarna),
men det finns andra varianter ocksd. Indikatorvariabler &r en

mycket flexibel byggklots d& man konstruerar (model1-)ekvationer,

Indikatorvariabler bSr inte f6rvixlas med podngvariabler. lbland
delas ett observationsmaterial in i k delmd&ngder, som har en
naturlig inb8rdes ordning s& att man kan numrera delmdngderna

1, 2, ...., k. Man kan d& inf8ra en podngvariabel P sadan att

Pj = h om observation j tillhdr delmdngd h enligt numreringen.
En dylik podngvariabel kan tas med i en regressionsberdkning

som f8rklaringsvariabel och ger dd till resultat k parallella
regressionslinjer (plan), en f8r varje delmingd. Poingvariabler
dr inte detsamma som indikatorvariabler, sd ansatserna 8r inte

likvdrdiga.

Exempel 6.3 | exempel 6.2 kunde man numrera de tre del-

mdngderna s& att
grundskola motsvarar P = 1,
fackskola motsvarar P = 2 och
spec.utb motsvarar P = 3,
Anpassning av en regressionsekvation med P inkluderad, dvs

Y = A+FP+BX

ger d& tre parallella r&ta linjer

Y = (A+F) +BX f&r grundskola
= (A+2F)+BX f&r fackskola
Y = (A+3F)+BX f&r specialutbildade.

Ansatsen med podngvariabler &r mycket mindre flexibel &n an-
satsen med indikatorvariabler. F8r det f&rsta fastldser den
ordningen mellan de k parallella linjerna; de maste komma i
ordning efter vixande P (eller efter avtagande P). Fdr det
andra laser den ocksd fast linjernas inb8rdes avstdnd pa s&

sdtt att avstadndet i Y-riktning mellan L3 och L2 méste vara
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lika med avstdndet i Y-riktning mellan L, och Lys och s& vidare.

2
De tre parallella linjerna i exempel 6.2 uppfyller inte det
senare villkoret och maste d8rfér vid polingvariabelsansats er-

sdttas med tre andra linjer.

Vid osymmetrisk indiaktorvariabelsansats ldggerman till X ytter-
ligare k-1 nya f8rklaringsvariabler. (Symmetrisk indikator-
variabelsansats &r 1ikvirig med den osymmetriska.) Vid podng-
variabelsansats ldgger man bara till en ny f8rklaringsvariabel.
Varje skara av k parallella rdta linjer, som &r m3jlig inom
ramen f8r po#ingvariabelsansatsen, 3r ocksd m3jlig inom ramen

for dummyvariabelsansatsen. Men inte tvdrtom!
6.3 Anpassning av parallella rdta linjer

Antag ett observationsmaterial (Xi’ Yi) i=1, ...., n. Antag
att observationerna kan delas in i k > 2 delméngder. Antag
att man vid enkel regression av Y pd X finner ett visst samband.

Antag att man finner f&ljande resonemang till&dmpligt.

Sambandet mellan X och Y beror pd tvd saker. F8r det fdrsta
finns det ett samband mellan X och Y inom varje delmdngd av
observationer. Dessa samband dr inte nddvdndigtvis paralliella
och lika starka. Fdr det andra finns det ocksd ett skenbart
samband, vilket kommer til] synes ddrf&r att delmdngderna ligger
sd | (X, Y)-planet att Y 8kar (minskar) med X d& man gdr frén

en delmdngd till en annan. Detta senare samband vill vi rensa

bort och renodla sambandet (sambanden?) inom delmingderna.

Givet detta resonemang bdr man anpassa en skiktad regression.
En skiktad regression dskddligg8res av k stycken parallella

linjer, en f8r var och en av delmdngderna.

Skiktad regression berdknas oftast pd dator. Skiktningen formu-
leras d8rvid i termer av indikatorvariabler. Det andra skriv-
sdttet | avsnitt 6.1 ovan fungerar alltid, men man miste se tl111

att tolka dess resultat ritt,



Exempel 6.4 Atta observationer (Xi’ Yi) ir givna. De

indelas i tva delmidngder.

I i

X Y X Y
3 1 9 6
5 L 10 9
9 4 12 7
11 7 13 10

Deimingdernas medelvirden (X, Y) &r
i: (7,4) I: (11,8)

Det finns ett positivt samband mellan X och Y dels inom
varje delmidngd, dels p g a deimdngdernas ldgen i (X, Y)-

planet.
Beridkningarna redovisas i figur 6.1,
Observationer och regressionslinjer dterges i figur 6.2.

Exemplets data dr sd valda att de separata regressionerna

inom skikten &r parallella. Detta dr i allmdnhet inte fallet.

Den totala regressionen dr
Y = -0,804+0,756X.

Den skiktade regressionen 3r en sammanfattning av de tva
parallella regressionerna inom skikt. | figur 6.1 skrivs
den skiktade regressionen enligt det forsta skrivsdttet,
symmetriskt och utan gemensamt intercept. Alternativt kan
den skrivas enligt det andra skrivsdttet, med gemensamt

intercept men osymmetriskt, till exempel som f&l1jer.

l:+ Y = -0,2+0,6X
{l: Y = -0,2+1,6+0,6X
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Den oskiktade regressionens lutning 0,756 3terspeglar
sédvdl de parallella linjernas lutning 0,6 som delmingdernas

inb6rdes 14ge i planet.
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i:kqu/f 6.2
OWPW\Wf ovh_reqressivnslinger { exempel 6.t

o — o —

I: x
I: 0

TAM: streckad

Den skiktade regressionen i exempel 6.4 har ocksd ber3knats
medelst standardprogrammet SAS-GLM. Ddrvid har en indikator-
variabel anvints, definierad sd att Z=0 f8r delmdngd | och

Z=1 f&r delmdngd 1l. Ingdngsdata, nirmevirden och residualer
redovisas i datorutskriften i figur 6.3. Regressionskoefficient=

erna med mera redovisas i utskriften i figur 6.4.

Figur 6.3
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6.4 Skiktningens effekter

Betrakta ett observationsmaterial (Xj Yj) j=1, ..., n,

Regressionen av Y pd X &r

Y = A0+BOX

och determinationskoefficienten &r Rg.

Dela upp materialet i k delmdngder och definiera k-1 d&remot
svarande indikatorvariabler (Z2 Z3 can Zk)' Regressionen av

Y pd indikatorvariablerna och X &r

Y = A+DZZ +...+D Zk+BX

2 k

och determinationskoefficienten 3r RZ.

Man kan visa att Rzz Rg.
Regressionskoefficienten for den ''riktiga' forsta forklarings-

Vidare blir i allm3nhet B # BO'

variabeln X dndras d& indikatorvariablerna (dvs uppdelningen

i delmdngder) infdres. Varfér?

Det som gdller om regressionskoefficienten fér X d& man infdr
en ny férklaringsvariabel Z g8ller ocksad hdr. Formellt infdr
vi k-1 nya f8rklaringsvariabler. | den mén dessa har ''effekt!
pad Y och i den mén indelningen &r '"korrelerad' med X sd repre-
senterar den enkla regressionskoefficienten B0 delvis ocksa
indelningseffekten. Och d& &ndras B0 till B n8r indikator-

variablerna infBres; X-effekten renodlas.

Vi har hdr talat om en indelning och dess effekter p& samma
sdtt som man talar om en ny f6rklaringsvariabel Z och dess
effekter. Detta &r tilldtet. En indelning i skikt dr korrelerad
med X om skiktens X-medelvirden &r olika, helt enkelt. Att
denna ''korrelation'' medfr att den oskiktade regressionen kan
bl missvisande (visavi de parallella linjerna inom skikten)
antydes av figur 6.5. Missvisningen behSver inte bli positiv

utan kan dven bli negativ.
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Figur 6.5
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7 STATISTISK INFERENS AVSEENDE REGRESSIONSKOEFFICIENTER
7.1 Modellterminologi och standardantaganden

| detta kapitel behandlas tvd standardfdrfaranden f&r
statistisk inferens vid linjdrregressionsanalys med en
eller flera forklaringsvariabler. FGrfarandena bygger

pa samtliga de statistiska fdrutsdttningar, som ndmndes

i avsnitt 3.3 ovan. Ungefdr den terminologi, som anvdndes

nedan, dr géngse.

Betrakta forst fallet med en enda fSrklaringsvariabel.
Data antages ha genererats | enlighet med den statistiska

mode]l len (f6r i=1,...,n)

Y; = a+ BXj + g
E(e;) = 0
Var(e;) = o

Cov(ej,e;) = 0 d& i#]

ddr X; &r kdnda konstanter , (a,B,cz) 3r tre okdnda konstanter ,
parametrar, och e; dr icke direkt observerbara slumpvariabler.
Harav foljer att variablerna Y; &r slumpvariabler. De obser-
verade Y;-vdrdena betraktas som utfall av motsvarande slump-

variabler,
| fallet med tvd f8rklaringsvariabler 3r modellekvationen
Yi = o+ BX{ + yZ; + €j

och det finns fyra ok3nda parametrar (a,B,Y,cz). Och s&

vidare analogt vid flera férklaringsvariabler,

Slumpvariablerna e; antages vara normalférdelade. Denna

fSrutsdttning ar viktig f6r inferensteorin.

Det &r inte gingse att formulera om modellekvationen sd att

den svarar mot regressionsber3dkningar i avvikelseform.
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(Jfr avsnitt 1.3 ovan.) Men det &r fullt m8jligt att gdra

det, Modellekvationen blir d&

Yi = u+ 8(X;-X) + ¢

didr ¥ = o + BX.

Konstanten X &r kdnd. Den 3r (i praktiken alltid) medel-
vérdet av de observerade X;-v&rdena, som ju betraktas som

kdnda konstanter.

Statistisk inferens gar ut pd att estimera och/eller prdva
hypoteser om modellens parametrar, i forsta hand de mot
regressionskoefficienterna svarande parametrarna B,y och

sa vidare. Tva standardférfaranden kommer att behandlas.

Det ena &r intervallestimation av B, Det andra &r prdvning

av hypotesen att B eller, vid flera férklaringsvariabler,

en viss delmdngd av parametrarna, dr noll. Intervallestimation
av B kompletterar punktskattningen B med ett osdkerhetsmatt.
Hypotesprdvning av B=0 prdvar hypotesen att den till 8

hérande f&rklaringsvariabeln &r irrelevant,

Inferensteorin kan byggas ut s& att den ocks& omfattar
prognoser av Y-vdrden f&r nya observationer. Man mdste

i s& fall fBrutsdtta att den vid analysen av de givna data
ansatta modellen gdller ocksd f6r de nya observationerna,

(Jfr avsnitt 4.4 ovan.) Prognoser behandlas inte vidare hir,

Den statistiska teori, som inferensen utgdr ifrén, k3nne-
tecknas av betydande assymetri mellan & ena sidan f&rklarings-
variablerna.(X,Z,...) och & andra sidan analysvariabeln Y.
(Jfr avsnitt 1.4 ovan.) F8rklaringsvariablerna betraktas som
icke slumpmdssiga observerade konstanter. Analysvariabeln
betraktas som en slumpvariabel. F&r varje observation

finns ett observerat utfallsvdrde. P& grund av fore-

komsten av slumpelementet e; ger data en ''stérd' bild

av modellekvationen. Den statistiska inferensen fOrsdker

genomskada std&rningen,
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7.2 Medelfelet f&r en regressionskoefficient

Betrakta forst fallet med en enda fdrklaringsvariabel.
Regressionskoefficienten

B = £(X-X) (Y-9)/3(x-X)?
dr en slumpvariabel, och dess berdknade vdrde &r ett utfall.
Regressionskoefficienten dr en 1injar funktion av slump-
variablerna Y; med vikter bestdmda av de k&dnda konstanterna

Xj. Eftersom varianser och kovarianser for Y; &r kdnda,

kan variansen f&r B h3rledas.

Ur de statistiska standardfdrutsdttningarna i avsnitt 3.3

ovan f8ljer tvd egenskaper hos slumpvariabeln B.

E(B) =8
\ 2 o\ 2
Var(B) = o /Z(X-X)
Vantevdrdet f6r regressionskoefficienten B &r lika med mot-
svarande parameter B. Regressionskoefficienten B &r sdledes

en unbiased estimator av parametern 8.

Variansen for B &r en kdnd konstant gadnger den okdnda modell-
. 2 . dae .
variansen ¢, Den senare kan estimeras med hj&ip av regressionens

residualkvadratsumma. Den gdngse unbiased estimatorn &r
5 = 5E2/(n-2)

Om man sdtter in den i formeln f&r Var(B) erhdller man
est var(B) ={iE2/(n-2)]/ Z(X-f()2

Kvadratroten ur est var{(B) &r medelfelet for B.

Givet att slumptermerna e; har antagits vara normalfdrdelade,

sa &r ocksd regressionskoefficienten B normalfdrdelad.
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| fallet med tvd férklaringsvariabler X och Z géller

f&ljande generaliseringar, ddr B &r parametern for X,

E(Byy.,) = B ) ,
Var(BYX_Z) = o [ ZIE X7
Med EX-Z menas hir residualen av X efter (deskriptiv)

regression pd Z i det givna datamaterialet. Vidare gdller
att skattningen fér modellvariansen &r

~2

o = 2€2  /(n-3)
vilket insatt i variansuttrycket ger kvadraten p3d medel-

felet f&r regressionskoefficienten BYX-Z'

| fallet med k23 f&rklaringsvariabler gdller f&ljande. L&t
Z beteckna vektorn av alla fdrklaringsvaribler utom X, D3
5r E(BYX'Z) och Var(

variabler, medan

BYX'Z) som i fallet med tvd f8rklarings-

~2 9 o
g = ZEY-XZ/(n k-1)

(Fallet k=2 ingdr egentligen ocksd i detta allminna fall.)

Standardprogram f&r regressionsanalys berdknar och trycker
medelfelet for varje regressionskoefficient. Se for fallet
med en f&rklaringsvariabel figur 3.5 ram 4! Se fdr fallet

med tvd férklaringsvariabler figur 6.4 under rubriken ''Std

error of estimate'',

Standardprogrammet kan givetvis inte veta om de nddvidndiga
statistiska modellfdrutsdttningar dr uppfyllda, utan.
vilka det berdknade medelfelet inte ar tolkbart. Medel-

felet kan alltid berdknas, tolkbart eller ej,.

Medelfelet anvdndes till att tillsammans med punktskattningen
definiera ett intervallestimat f&r B. Intervallestimatorn

dr intervallet
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Btc\est var (B)

dir ¢ &r konstant, som beror dels pa antalet observationer

och fd&rklaringsvariabler, dels pa vilken konfidensgrad

man 8nskar. Med 95% konfidensgrad och minga fler observationer

dn variabler dr intervallestimatet cirka

B 2Vest var(B)

Exemee1 7.1

Betrakta ater exempel 6.4, Berdkna ett c:a 95% konfi-
densintervall f&r parametern 8, den modellkonstant som
hér till f&rklaringsvariabeln X. Konstanten ¢ skall
enligt tabell hdr vara inte 2 utan 2,57.

Enligt figur 6.4 &r BYX-Z=O’600 och dess medelfel
0,200. Konfidensintervallet blir

0.600 + 2,57 - 0,200
dvs intervallet (0,086-1,114)

Pga det ringa antalet observationer &r intervallet

brett. Punktskattningens osdkerhet 3r betydande.
7.3 Hypotesen att en delmdngd av parametrarna &r noll,

Tre fall kommer att behandlas:

(1) det finns en enda f&rklaringsvariabel (specialfall av
f&ljande fall),

(2) det finns en eller flera f&rklaringsvariabler, och man
vill préva hypotesen att samtliga variablers parametrar &r

noil,

(3) det finns tvd eller flera férklaringsvariabler, och man
vill prdva hypotesen att parametrarna for en dkta delmdngd

av variablerna 3r nolt.

| samtliga fall hdrleder statistisk teori, givet samtliga
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statistiska f&rutsdttningar i avsnitt 3.3 ovan, en test-
kvantitet F, vars f&rdelning &r kdnd. Det berdknade F-vdrdet
jamf8rs med ett tabellvdrde, som beror dels pd antalen
observationer och variabler, dels pd vilken nivd man vill
testa pd. Testets nivd 3r (som alltid) den risk man tar

att forkasta en sann nollhypotes.

Betrakta fallet med en enda f&rklaringsvariabel. Regressions-
analysen delar upp den totala avvikelsekvadratsumman f&r Y

i en fdrklarad kvadratsumma SSR(Y;X) och en residualkvadrat-
summa SSE(Y;X). Den hypotes, som testas, &r att B=0, Givet
denna hypotes &dr SSR och SSE efter division med respektive
antal frihetsgrader av jamf6rbar storlek. Om hypotesen &r

felaktig, tenderar SSR att vara stdrre.

Testkvantiteten &r

_ SSR(Y;X)
SSE(Y;X)/(n-2)

Den ska jamfSras med F-fdrdelningen med 1 och (n-2)

frihetsgrader.

Exemeel 7.2

Betrakta ater exempel 3.1 i avsnitt 3.1 och tillth&rande
datorberdkning i figur 3.5 sist i kapitel 3. Se ram 1

i den figuren! Testkvantiteten &r

e 22321 3,321 1,18
22,539/8 2,817

F-vdrdet 1,18 dterfinnes ocksd i programutskriften, Det
ska j&mf&ras med det motsvarande tabellvirdet f&r (1,8)
frihetsgrader och, 1at sdga, 5% risk. Detta vdrde &r 5,32,
Eftersom det berdknade F &r mindre, kan vi inte fdrkasta

hypotesen att =0, Jfr exempel 3.2!

Betrakta nu fallet med k>2 f&rklaringsvariabler och hypotesen

att samtliga variablers parametrar &r noll,
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Testkvantiteten &r

SRV IS

Den ska jamfSras med F-f8rdelningen med (k, n-k-1) frihets-

grader,
Exempel 7.3

Betrakta exempel 6.4 och figur 6.4! Se kvadratsumme-

uppdelningen Overst i datorns utskrift,

5072 _ 25
F=T0/5 =7 = 12:°

wn

F-virdet 12,5 finns dven i utskriften., Tabellvdrdet for
5% signifikansnivd och (2, 5) frihetsgrader &r 5,79.
Eftersom det berdknade F-vdrdet &r st6rre, fGrkastar

vi hypotesen att parametrarna f&r X och Z bada &r noll.
Observera att detta test inte sdger nagot om huruvida

det &r X eller Z eller bdda, som har signifikant inverkan

pa v.

Betrakta dterigen fallet med k>2. Vi ifrdgasdtter inte p2I
férklaringsvaribler X men vill prdva hypotesen att de g1
ovriga forklaringsvariablerna Z har parametrar som alla &r
noll, (Symbolerna X och Z betecknar hdr och i fortsittningen

av detta avsnitt vektorer av variabler.)
| detta fall ska man med residualkvadratsumman jamf&ra den

8kning av den f&rklarade kvadratsumman, som erh3lles, om

mdngden av i regressionen anvdnda f&rklaringsvariabler ut&kas
frén X till (X,Z). Okningen &r

SSR(Y;X,Z) - SSR(Y;X)
och kan alternativt berdknas som

SSE(Y;X) - SSE(Y;X,Z).

Residualkvadratsumman, som mdter den rena slumpvariationen
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i modellen oavsett om hypotesen &r sann eller ej, &r
SSE(Y;X,Z).

Man ska aterigen dividera kvadratsummorna med relevanta

frihetsgradsantal, Testkvantiteterna &r

c _[ssr(¥;X,2)-5SR(Y;X)/q
~ SSE(Y;X,Z)/{n-p-q-T)

ddr g &r antalet testade parametrar.

Testfdrfarandet 3dr tilldmpligt dven d3d nadgra av variablerna

dr indikatorvariabler, fOrutsatt att dessa 3r linj3rt oberoende
av varandra och av alla andra variabler i modellen., Man

mdste arbeta i vad som i avsnitt 6.1 kallades det andra
skrivsdttet, sa som skedde i berdkningarna i figurerna

6.3 och 6.4,

Exempe | 7.4

N
<

Data: X

— -—
—
O W 00 W O W Ui W s

Vi U1 Ul W W W
N WOy W

-—

Vi vill testa hypotesen att Z &r irrelevant., Forst
berdknas regressionen av Y pa enbart X, Se figur 7.1!
SSR(Y;X)=54. Sedan berdknas regressionen av Y pé X
och Z. Se figur 7.2! SSR(Y;X,Z)=78 och SSE(Y;X,Z)=k.
Frihetsgraderna &r g=1 och n-p-q-1=9-1-1-1=6.
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DEPENDENT VARIABLE: Y
SOURCE

MODEL

ERROR

CORRECTED TOTAL

SOURCE
X

PARAHMETER

INTERCEPT
-X

OF

DF

ESTIMATE

1.50000000
1.50000C00

F = S TA

8-54)/1 24
476

Kritiskt 5% varde enligt tabell &r 5,99. Hypotesen

férkastas. Variabeln Z m3ste anses ha pavisbar inverkan

pa Y.

Testkvantiteten F kan alltid beriknas, oavsett om fdrut-
sattningar fdreligger for att den ska kunna tolkas eller

ej. G13m inte de statistiska och andra fdrutsdttningarna!l
Figur 7.1,
Datorutskrift del 1 till exempel 7.4.

FTEST STEG 1
GENERAL LINEAR MODELS PROCEDURE

SUM OF SQUARES MEAN SQUARE F VALUE PR > F R-SQUARE
54.00000000 54.00000000 13.5¢0 0.0079 0.658537
28.00000000 4.00000000 STD DEV
82.00000000 2.00000000

TYPE II SS F VALUE PR > F
54.00000000 13.50 0.0079
T FOR HO: PR > IT! STD ESRCR OF
PARAMETER= ESTIMATE
1.08 0.3177 1.356443338
3.67 0.0079 0.40824829
FTEST STEG 1 8:55 TUESDAY, APRIL 27.
08S X z Y Y1 El
1 1 1 1 3 -2
2 1 3 3 3 0
3 1 5 5 3 2
4 3 2 3 6 -3
5 3 4 6 6 0
6 3 6 9 6 3
7 5 3 8 9 -1
8 5 5 9 9 0
9 5 7 10 9 1

8:55 TUESDAY, APRIL 27, 1982 1

c.v.
33,3333

Y HEAN
6.00000000

1982 4



DEPENDENT VARIABLE: Y

SOURCE
MODEL
ERROR
CORRECTED TOTAL

SOURCE

X
4

PARAMETER
INTERCEPT
X
Z

OF

OF

bt

ESTIMATE

-1.00000000
1.00000000
1.00000000

Pi 2.

Datorutskrift del 2 till exempel 7.4.

FTEST STEG 2
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8:55 TUESDAY, APRIL 27, 1982 3

GENERAL LINEAR MODELS PROCEDURE

SUM OF SQUARES

MEAN SQUARE

~n

76.00000000 39.00000000
4.00000000 0.66666667
82.00000000
TYPE 11 S5  F VALUE PR > F
19.20000000 28.30  0.0017
24.00000000 36.00  0.0010
T FOR HO: PR > {T}
PARAMETER=0
-1.42 | 0.2061
5.37 < 0.0017
6.00 0.0010
FTEST STEG 2
oBs X Z Y Y
1 101 1
2 103 3
3 1 5 5
4 32 3
5 34 6
6 36 5
7 5 3 8
8 5 5 9
9 5 7 1 1

7.4

OO PUu

F VALUE PR > F
58.50 0.0001
STD DEV

0.81649658

STD ERROR OF
ESTIMATE

0.70546806
0.1861 3900;
0.16666667

R-SQUARE
0.951220

c.v.
13.6083

Y MEAN
6.00000000

8:55 TUESDAY, APRIL 27, 1982 4

m
n

HOWMHOHO OO

Ndgot om stegvis regression

Stegvis regression ar ett fdrfarande dir datorn automatiskt

véljer och vrakar bland samtliga fdrklaringsvariabler tills

den hittar den delmdngd av férklaringsvariabler, som &r

bdst enligt de i programmeringen nedlagda kriterierna.

Férfarandet k3nnetecknas av att datorn i varje steg

antingen tar in en ny foérklaringsvariabel | regressionen eller

utesluter en tidigare medtagen fdrklaringsvariabel ur

regressionen
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Standardprogrampaketet SAS innehdller ett program fo&r
stegvis regression, som heter STEPWISE. Det finns manga

liknande datorprogram.

Datorn kan alltid utfSra berdkningarna och genomféra en
steqgvis regression.Datorn kan d8remot inte pr&va huruvida

férfarandet &r meningsfullt. Jfr kapitel 3 ovan!

D& nya fdrklaringsvariabler tas in i ekvationen eller

gamla utesluts, dndras de bibehallna f&rklaringsvariablernas
regressionskoefficienter. Jfr kapitel 5 ovan! De bibehdllna
f&rklaringsvariablernas regressionskoefficienters medelfel

dndras ocksd. Se medelfelsformeln i avsnitt 7.2 ovan!

Stegvis regression dr inte_ett sdtt att medelst statistisk
hypotesprdvning testa fram rdtt uppsdttning férklarings-
variabler, Férfarandet kan uppfattas som baserat pa
statistisk hypotes8vning i varje steg, men stegens beroende
av varandra g8r det alitfdr invecklat att utreda vilka
statistiska egenskaper forfarandet som helhet egentligen

har.

Sedan denna reservation har uttalats, ska nu en ofta fdre-
kommande strategi f&r stegvis regression skisseras. Det

finns dven andra strategier,

1 Faststdll en signifikansivd pj f&r inklusion. En f&r-
klaringsvariabel tas in i ekvationen i ett visst steg endast

om den 3r signifikant pd denna niva.

2 Faststdll en signifikansniva pe fOr exklusion., En f&r-
klaringsvariabel utesluts ur ekvationen i ett visst steg om

den inte dr signifikant pd denna niva.

3 Bestdm vilka variabler som eventuellt alltid ska vara

med i ekvationen. Dessa variablers signifikans prdvas inte.
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L va1j den icke inkluderade f&rklaringsvariabel som, om
den inkluderas, mest Skar determinationskoefficienten RZ!
Om den &r signifikant pad nivd pi och inte just utesl&ts
i féregdende steg, inkluderas den. G& i annat fall till

punkt 7.

5 Uteslut samtliga fdrklaringsvariabler, som eventuellt

inte dr signifikanta pa nivd Pe-

6 G& tillbaka till punkt 4,

7 Avbryt k&rningen.

Ovanstaende &r en av strategierna i SAS-STEPWISE,
Automatisk stegvis regression torde vara en av de mest

brukade och missbrukade statistiska metoderna. Anvénd

den inte mekaniskt utan med eftertanke!
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